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I V
I N T R O D U C C I O N
La e s f e r a  de a p l i c a c i ô n  de l a  d p t i c a  de p a r t i c u l e s  cargadas  
se ha e x t e n d i d o  r e c i e n t e m e n t e  con el  d é s a r r o i l o  de t é c n i c a s  experimen^ 
t a i e s  del  Estado S ô l l d o .  El d i seôo de l e n t e s ,  f u e n t e s  y a n a l l z a d o r e s  i
de d i v e r s e  t i p o ,  r e q u i e r e n  el  empleo de métodos cada vez mis e f i c a c e s  |
y  p r é c i s e s .  |
La c a r a c t e r i z a c i ô n  de!  compor t ami ent o ô p t i c o  de un s i s t ema i
e l e c t r o s t â t i c o , comprende dos aspec t os  b â s i c o s :  en p r i me r  l u g a r  hay -  
que r e s o l v e r  e l  probl ema de l a  d i s t r i b u c i ô n  de campos en l a  r eg i o n  de 
i n t e r é s ;  en segundo,  es n e c e s a r i o  e f e c t u a r  el  c a l c u l e  de l a s  t r a y e c t o  
r i a s  de l a s  p a r t i c u l a s  moviéndose ba j o  l a  a cc i ôn  de estos campos.
Una de las'  t é c n i c a s  mas p ot e nt e s  para l a  r e s o l u t i o n  de p r o ­
blemas e l e c t r o s t â t i c o s  es ,  a n ue s t r o  J u i c i o ,  e l  Mêtodo de Densi dades  
de Carga;  e n t r e  sus c a r a c t e r i s t i c a s  dest acan l a  f 1e x i b i 1 i d a d , ya que 
se api  i ca  a c u a l q u i e r  g e o m e t r î a ,  y el  s e r  e s p e c i a l me n t e  adecuado para  
el  c â l c u l o  de t r a y e c t o r i a s .  Si n embargo a n i v e l  p r f c t i c o  pr ésent a  un 
i n c o n v e n i e n t e  que puede s i t u a r l o  en d e s v e n t a j a  f r e n t e  a o t r o s  métodos 
numér i cos:  en el  c â l c u l o  de los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  - y  del  po-  
t e n c i a l  en un punto c u a l q u i e r a -  r e s u l t a n  e x pr e s i o ne s  muy compl ej as  y ,  
en g e n e r a l ,  es p r e c i s o  r e c u r r i r  a l a  i n t e g r a t i o n  numér i ca .
Para o b v i a r  e s t e  i n c o n v e n i e n t e  proponemos l a  d i v i s i o n  de la
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geomet r î a  en dos t i p o s  de sufaelect rodos para los cua l es  hemos o b t e n i -  
do expr es i ones  a n a l î t i c a s  en el  c â l c u l o  de los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n ­
c i a l .  En l a  p r é s e n t é  memoria descr i b i mos el  proceso seguido hasta l o -  
g r a r  una compléta o p t i m i z a t i o n  del  método.
El bl oque de c a l c u l e s  preparado t a n t o  para l a  r e s o l u t i o n  
del  problema e l e c t r o s t â t i c o  como para l a  i n t e g r a c i ô n  de t r a y e c t o r i a s  
es absol  u tament e gener a l  y en p r i n c i p l e  ton él  se puede a n a l i z a r  cual^ 
q u i e r  s i st ema con s i m e t r i a  r o t a c i o n a l ;  nosot ros lo hemos ap l i c a do  al  
e s t u d i o  de dos c o n f 1g u r a c i ones que,  en c o n j u n t o ,  forman un sistema  
compl ete de g e n e r a t i o n  y enfoque de p a r t î c u l a s  cargadas.
La l e n t e  e i n z e l  de e l e c t r o d e s  pianos es una de l as  mâs u t i -  
l i z a d a s  como si st ema de enfoque e s pec i a l ment e  en mi cr oscopî a  e l e c t r ô -
i ) ica y en f u ent es  de i on es ,  por e l l e  nos parece i n t e r e s a n t e  su e s t u ­
d i o .  En l a  memoria presentamos l as  curvas que c a r a c t e r i z a n  su compor-  
t a mi ent o  en l a  zona p a r a x i a l ,  as î  como l as  de a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  y -  
c r o mâ t i c a .  Var i ando l a  separ ac i ôn  i n t a r e l e c t r ô d i t a  disenamos una l e n ­
t e  con a b e r r a c i ô n  c r o mâ t i c a  mi nima.
La f u e n t e  de i ones t i p o  N i e r  pr ésent a  una c a r a c t e r î s t i c a  de 
baj a  d i s p e r s i ô n  en e ner g î a  - s i  b i en l a  densi dad de c o r r i e n t e  es peque 
f ia- que l a  hacen muy adecuada para algunas a p l i c a c i o n e s  p r a c t i c e s , co ­
mo espe c t r os c o p î a  de a n â l i s i s  de s u p e r f i c i e s  por haces de i ones .  Noso 
t r os  hemos abordado su es t ud i o  t a n t o  desde el  punto de v i s t a  t e ô r i c o ,  
el abor ando un modelo de s i mul ac i ôn  numér i ca,  como e x p e r i me nt a l  o b t e -
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t i e n d o  l as  cur vas  mas r e p r é s e n t a t i vas de l a  f u e n t e ;  el  e s t u d i o  experj^ 
mental  se compl ét a  con un a n â l i s i s  de l a  d i s t r i b u c i ô n  en e n e r g î a  del  
haz de i on es .
1 .
CAPITULO I
I . 1 . -  METODO DE DENSIDADES DE CARGA EN SISTEMAS CON SIMETRIA AXIAL.
En el  e s t u d i o  de las propi edades opt i cas  de un si  sterna e l e c  
t r o s t a t i c o ,  el  p r i mer  problema que se p l an t ea  es el  c â l c u l o  de l a  dis^ 
t r i b u c i ô n  de p o t e n c i a l  en l a  r eg i o n  de i n t e r é s ;  e l l o  i n i p l i ca  l a  r eso-  
l u c i ôn  de l a  ecuaci ôn de Poisson o de Lapl ace c o r r e s p o n d ! e n t e , s u j e t a  
a las condi  c i ones de cont orno i mpuestas por  l a  geomet r î a  del  probl ema.  
Una vez conoci da e s t a  d i s t r i b u c i ô n ,  e l  paso s i g u i e n t e  es abor dar  el  - 
c â l c u l o  de las t r a y e c t o r i a s  de l as p a r t i c u l a s  que se mueven ba j o  l a  -  
acci ôn del  campo y d e t e r mi n a r  los parâmet ros que c a r a c t e r i z a n  su com- 
por t ami cnt o  desde el  punto de v i s t a  de l a  Opt i ca  E l e c t r ô n i c a .
Los pr i meros es t u d i o s  r e a l i z a d o s  proponen l a  r e p r e s e n t a c i ô n  
aproximada de l a  geomet r î a  del  s i st ema o de l a  forma de la d i s t r i b u ­
c i ô n .  As î  Archard ( 1 9 5 4 ) ,  en s i st emas t r i e l e c t r o d o  con s i m e t r i a  p l a n a r ,  
r e p r é s e n t a  cada e l e c t r o d o  por pianos i n d e f i n i d o s  con a b e r t u r a s  de Ion  
g i t u d  i n f i n i  t a ;  e s t e  t i p o  de problemas puede resol  verse  - i mponi endo  
c i e r t a s  r e s t r i c c i ones en l a  g e o me t r î a -  por el  método de t r a ns f o r ma c i ô n  
conforme.  Para sistemas t r i e l e c t r o d o  con s i m e t r i a  r o t a c i o n a l  Regens-  
t r e i f  ( 1 9 5 1 ) ,  ob t i e n e  el  p o t e n c i a l  en e l  e j e  por s u pe r p o s i c i ô n  del  que 
crean t r è s  pianos i n d e f i n i d o s  con a b e r t u r a s  c i r c u l a r e s ,  s i  bien l a  ex^  
pr es i ôn  r é s u l t a n t e  cont i ene  parâmet ros no a j u s t a b l e s  y e l  comportami  en 
to a s i n t ô t i c o ,  en puntos i n f i n i t a m e n t e  a l e j a d o s ,  no es c o r r e c t o .  G l a ­
ser  y Shi ske ( 1 9 5 4 ,  1 9 5 5 ) ,  e l abor an  una aproxi maci ôn a n a l î t i c a  para -
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el  p o t e n c i a l  en e s t e  t i p o  de l e n t e  r e p r e s e n t â n d o l o  por  una d i s t r i b u ­
ci ôn en forma de campana,  lo que p e r mi t e  una e l e g a n t e  f o r m u l a c i ô n  de 
l os parâmet ros  ô p t i c o s .  El  método de s e p a r a c i ô n  de v a r i a b l e s  es a p l i ­
cado por  Ber t r am ( 1 9 4 0 )  y Ramberg ( 1 9 4 2 ) ,  al  e s t u d i o  de dos c i l i n d r o s  
c o a x i a l e s  separados por  un i n t e r v a l o  aunque los r e s u l t a d o s  que o b t i e -  
nen son c o r r e c t e s  so l o  cuando e l  i n t e r v a l o  es mucho menor que el  r a d i o  
de los c i l i n d r o s .  P a r a i e l a m e n t e  a es t os  t r a b a j o s  se a p l i c a r o n  a l gunas  
t é c n i c a s  de s i m u l a c i ô n  a n a l ô g i c a  al  e s t u d i o  de l as  l e n t e s ;  e n t r e  c l  l as  
cabe d e s t a c a r  por  su i m p o r t a n c i a  l a  cuba e l e c t r o ! i t i c a .  Ma l avar d  ( 1 9 5 6 )  
y l a  red r e s i s t i v a .  Liebmann ( 1 9 4 9 ) ,  que aun hoy se s i guen u t i l i z a n d o .
En los û l t i mo s  anos,  l a  p o s i b i l i d a d  de d i s p o n e r  de ordenado  
res de gran capac i dad y r a p i d e z  de c â l c u l o  ha p e r m i t i d o  me j o r a r  est os  
model os,  asf  Kanaya e t  a l .  ( 1 9 6 6 ) ,  u t i l i z a n  el  p o t e n c i a l  de R e g e n s t r e i f  
p e r f e c c i o n a n d o  el  e s t u d i o  de l a  l e n t e  t r i e l e c t r o d o  y proponen l a  apro 
x i maci ôn de dobl e campana en el  caso de que el  e l e c t r o d o  i n t e r m e d i o  - 
sea muy grueso.  W e l l i n g t o n  ( 1 9 7 0 ) ,  d e s a r r o l l a  un nuevo proceso i t e r a -  
t i v o  que hace p o s i b l e  e x t e n d e r  e l  e s t u d i o  de s i s t emas  con s i m e t r i a  
p l a n a r  a un numéro c u a l q u i e r a  de e l e c t r o d o s .  Hemos de s e n a l a r  que en 
g e n e r a l ,  est os  a n â l i s i s  so l o  p r opor c i o nan  i n f o r ma c i ô n  d i r e c t e  sobre -  
e l  v a l o r  del  p o t e n c i a l  en el  e j e  de s i m e t r i a ;  en s i s t emas  con s i m e t r i a  
r o t a c i o n a l  l a d i s t r i b u c i ô n  en puntos f u e r a  de 1 e j e  puede o bt e ne r s e  por  
d é s a r r o i l o  en s e r i e  del  p o t e n c i a l  a x i a l  y sus d e r i v a d a s  aunque el  e r r o r  
aumenta r âp i dament e  con l a  d i s t a n c i a  r a d i a l ,  01 sen e t  a l .  ( 1 9 6 6 ) ,  lo 
que l i m i t a  su u t i l i d a d  a una zona r e l a t i v a m e n t e  pequena en t o r no  al  - 
e j e .  Rec i ent ement e  Sko l l e r mo  ( 1 9 7 6 ) ,  propone como a l t e r n a t i v e  un inte^ 
pesant e  método i n t e g r a l ,  mâs ex a c t o  que el  d é s a r r o i l o  en s e r i e  si  bien
no l o a p l i c a  al  e s t u d i o  de ninguna l e n t e  comcreta.  También es p o s i b l e  
ob t e ne r  e l  p o t e n c i a l  en un punto c u a l q u i e r a  tnediante l a  r e s o l u c i on  nu^  
mer i ca de l a  ecuac i ôn de Poisson o de Lapl ace;  los métodos numéricos  
gener a l ment e  per mi t en  un pl ant eami ent o  r e l  at f  vamente s i mpl e  del  proble^ 
ma, aunque para l a  obt enci ôn de r e s u l t a do s  se r e q u i e r a  un gran numéro 
de ope r a c i on e s .  Uno de los mâs u t i l i z a d o s  por su s e n c i l l e z  es e l  mét£  
do de d i f e r e n c i a s  f i n i  t a s .  Durand { T .  I I I ,  1966 ) ,  N a t a l i  e t  a l .  ( 1 9 7 2 ) ,  
aunque en algunos casos r é s u l t a  d i f i c i l  de a p l i c a r  y ha hecho que se 
busquen o t r a s  t é cn i cas  mas apropi adas  t a i e s  como el  método de ^l emen-  
tos f i n i t o s ,  Munro ( 1 9 7 1 ) ,  y el  de densidades de c a r ga ,  Read e^ a l .  
( 1 9 7 1 ) .  Con todos e l l o s  puede a l c a n z a r s e  un grado de p r e c i s i o n  sol o  - 
l i m i t a d o  por  los e r r o r e s  de redondeo en e l  c â l c u l o ,  o por unas exigein 
c i a s  de memoria y t i empo de computaciôn no r en t ab l es  e i n c l u s e  f ue r a  
de l a s  p o s i b i 1 idades e x i s t e n c e s .
Una r e v i s i o n  d e t a l l a d a  de estos t r aba j os  queda f ue r a  de nue^ 
t r os  o b j e t i v o s ;  en los c a p i t u l e s  s i g u i e n t e s  ana l i zar emos s i n embargo 
a que l l o s  que est én mâs d i r e c t a me nt e  r e l a c i o r a d o s  con el  nuest r o  y que 
sean de i n t e r é s  a l a  hora de comparar  r esu l t ado s .
I r a s  r e a l i z a r  un a n â l i s i s  de l os  ü i s t i n t o s  pr ocedi mi ent os  
nos pl anteamos l a  e l e c c i ô n  del  método mâs afiœcuado para nuest ros f i n e s ;  
pensâmes que t en i endo  en cuenta l as  c a r a c t e r i s t i c a s  del  s i st ema el  mé 
todo e l e g i d o  d e b e r i a  r e u n i r  l as  s i g u i e n t e s  condi ci  ones :
a)  Ge ne r a l i d a d  en cuanto a la geometr î a del  probl ema.
b) P o s i b i l i d a d  de hacer  d i r ec t ament e  el  a n â l i s i s  de r egi ones  
muy concr e t as  sin necesi dad de t r a t a r  s i mul t âneament e  l a
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t o t a l i dad del  es pa c i o  en e s t u d i o .
c)  A p l i c a c i ô n  a dominios de c â l c u l o  no c c r r a d o s .
d) Economie en memori  a y t i empo de comput aci ôn para  una pre  
c i s i o n  dada.
i
Teni endo en cuent a  todas e s t a s  c o n s i d e r a c i o n e s  l l egamos a -  
l a  co nc l us i o n  de que e l  método mas c o n v e n i e n t e  s e r i a  e l  de dens i dades
de c a r g a ,  é s t e  p e r mi t e  o b t e n e r  l a  d i s t r i b u c i ô n  aproxi mada de carga  en
un s i s t ema dado de c o nd u c t o r e s ,  medi ant e  l a  r e s o l u c i ô n  de una s e r i e  - 
de ecuaci ones  que r e l a c i o n a n  e l  p o t e n c i a l  y l a  carga sobre l a  super f i^  
d e  de los c o ndu c t o r e s .  Ent r e  l as  v e n t a j a s  que p r é s e n t a  e s t a  t é c n i c a  
de r e s o l u c i ô n  destacaremos l as  s i g u i e n t e s :
1) Es a p l i c a b l e  a c u a l q u i e r  t i p o  de g e ome t r î a  y admi t e  l a  - 
p o s i b i l i d a d  de t r a t a r  probl emas en l os  que el  cont or no  -  
no e s t é  t o t a l m e n t e  c e r r a d o ,  l o  que su pon dr î a  un s e r i o  ii i  
c o n v e n i e n t e ,  por e j e m p l o ,  en un método de d i f e r e n c i a s  fj_ 
ni  t a s .
f
2) Una vez conoci das l as  densi dades de carga en e l  c o n t o r n o ,
se pueden o b t e n e r  e l  p o t e n c i a l  y e l  campo en c u a l q u i e r  -
punto que i n t e r e s e  medi ant e  s u p e r p o s i c i ô n .  Est a  p a r t i c u -  
l a r i d a d  ser a  de enorme i m p o r t a n c i a  cuando tengamos que -  
d e t e r m i n a r  numér i cament e l a  t r a y e c t o r i a  de una p a r t i c u l a  
somet i da a l a  acc i ôn de un campo e l e c t r o s t â t i c o .  Es ta 1 
vez en e s t e  a s p e c t o ,  y par a  n ue s t r o s  o b j e t i v o s  c o n c r è t e s ,  
donde aparece  mâs marcada l a  s u p e r i o r i d a d  del  método de 
densi dades de carga f r e n t e  a o t r o s ,  senalemos que el  mé-
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todo de d i f e r e n c i a s  f i  ni  tas ademâs de o b l i g a r n o s  a un 
t r a t a m i e n t o  s i mu l t â n e o  de todos l os  puntos s o l o  nos da - 
i n f o r ma c i ô n  d i r e c t a  sobre los puntos que son nudos de!  - 
mal l ado de c â l c u l o ,  para conocer  e l  p o t e n c i a l  en c u a l q u e r  
o t r o  tendr î amos que pr océder  a i n t e r p o l a r  o c o n s t r u i r  un 
nuevo m a l l a d o .
3) Al r e d u c i r  en un grado l as  d i mensi ones del  probl ema se - 
t i e n e ,  e v i d e n t e m e n t e , una economîa en l a  memoria u t i l i z ^  
da y en el  t i empo de c a l c u l a .
Parece pues,  que el  mêtodo pr opuest o  es el  mâs apr o p i ad o  pa^  
ra abor dar  n ue s t r o  pr obl ema ,  l o  que r e s t a  e l  c a p i t a l o  e s t a r â  dedi cado  
a una r e v i s i o n  del  fundamento mat emât i co del  mismo y a p r e s e n t a r  su 
p o s i b l e  u t i l i z a c i Ô n  en l a  r e s o l u c i ô n  de probl emas e l e c t r o s t â t i c o s  con 
s i m e t r i a  a x i a l .
I . l . l . -  Es t ud i o  del  Método de Densi dades de C a r g a .
El método que vamos a a n a l i z a r  es una de l as t é c n i c a s  para  
l a  r e s o l u c i o n  de ecuac i ones  f u n c i o n a l e s  que H a r r i n g t o n  ( 1 9 6 8 ) ,  en un 
i n t e n t o  de u n i f i c a c i ô n  q u i z â  e x c e s i v o ,  engl oba con e l  nombre g ené r i c o  
de Método de Momentos.  En e s e n c i a  se t r a t a  de r e d u c i r  una ecuac i ôn  
f u n c i o n a l  a una e cuac i ôn  m a t r i c i e l  u t i l i z a n d o  a l gunas a p r o x i m a c i o n e s , 
y r e s o l v e r  el  s i s t ema r é s u l t a n t e  por los pr oc e d i mi e n t os  u s u a l e s .  La -  
forma mâs apr opi ada  de p r e s e n t a r  el  e s t u d i o  es por  medio de l a  t e o r i a  
de espaci os  y oper ador es  l i n e a l e s  que nosot r os  supondremos conoc i da .
Vamos a d i s c u t i r  en p r i m e r  l u g a r  un caso gener a l  y después 
ap l i car emos el  a n â l i s i s  a n ue s t r o  problema c o n c r e t e .  Sea l a  ecuac i ôn  
no homogénea
1 L ( f )  = g ( I . l )
Idonde L es un oper ador  l i n e a l ,  g una f unc i ôn  conoci da  y f  l a  f u n c i ô n  
que deseamos d e t e r m i n a r .  Supongamos que f  puede d é s a r r o i  1arse  en s e r i e  
de f unc i ones  base f j ,  f g , . . .  en e l  dominio de L ,  es d e c i r
( 1 . 2 )
donde los c o e f i c i e n t e s  « j  son c o n s t a n t e s ;  s u s t i t u y e n d o  ( 1 . 2 )  en ( 1 . 1 )  
se t i e n e
z « i  L ( f . )  = g 
j   ^ J
( 1 . 3 )
Supongamos que se ha d é f i n i  do un product o  i n t e r i o r  < f , g >  apr opi ado  pa^  
ra e l  probl ema que estâmes t r a t a n d o .  Def i ni mos unas f unc i ones  de prue  
ba Wj ,  Wg . . . .  en e l  range de L y e f ect uamos el  p r oduc t o  de ( 1 . 3 )  con 
cada una de e l l a s ;  e l  co n j u n t o  de ecuac i ones  que r é s u l t a  puede e x p r e -  
sarse en forma m a t r i c i e l  como
s i endo
i P i j
|P i j I  ' “ j l 9 i
< Wj , L f j >  <Wg, Lfg> 
 ^w 2 , l - f j ^   ^w 2 , Lfg^
( 1 . 4 )
( 1 . 5 )
( 1 . 6 )
7.
<w, 9>
( I  7)
Para h a l l a r  los c o e f i c i e n t e s  a j  mu l t i p l i c a mo s  los dos miem- 
bros de ( 1 . 4 )  por  l a  m a t r i z  | P . j | " ^
( 1 . 8 )
Una vez c a l c u l  ados los a j  es i nmedi a t o  h a l l a r  f  medi ante l a  
ecuaci ôn ( 1 . 2 ) .  Para que l a  func i ôn  f  sea una s o l uciôn e x a c t a , l as f j  
deben c o n s t i t u i r  un conj unt o  compl et e ;  en l a  p r a c t i c e  solo se u t i l i z a n  
un c i e r t o  numéro de e l l a s  obt eni endo so l uc i ones  mas o menos aprox i ma-  
das.  Notemos que uno de los puntos mâs i mpor t ant es  en el  t r a t a m i e n t o  
del  problema es l a  e l e c c i ô n  adecuada de las func i ones  de prueba y de 
l as func i ones  base;  e n t r e  los f a c t o r e s  a t enor  en cuenta f i g u r a r a n  el  
grado de e x a c t i t u d  que prec i semos,  f a c i l i d a d  de c â l c u l o  de los elemen 
tos de l a  ma t r i z  | P . . | ,  e t c .
Anal icemos ahora e l  caso concr e t e  de una s u p e r f i c i e  conduc-  
t or a  de âroa S y espesor  d e s p r e c i a b l e  f r e n t e  a las r e s t a n t e s  dimensio  
nés.  Si l lainamos a ( r ' )  a l a  densidad de carga sobre el  conduct or ,  el  
p o t e nc i a l  t ( r )  en c u a l q u i e r  punto del  espaci o  vendra dado por
'  t L -
Ü I L dS ( 1 . 9 )
S I r -  F'  I
donde | r - r ' |  es l a  d i s t a n c i a  de 1 e lemento dS al  punto d e f i n i d o  por el  
v e c t o r  pos i c i ôn  F.  La cond i c i ô n  de contorno en es t e  caso es que el  po 
t e n c i a l  sea const ant e  sobre el  conduct or ;  si  l lamamos V al  p o t e nc i a l
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al  que se en cuen t r a  é s t e ,  suponiéndo nul o el  p o t e n c i a l  a una d i s t a n c i a  
i n f i n i t a m e n t e  a l e j a d a ,  se t e n d r a  entonces
— q - i rJ J —  ds ( 1 . 10)
s I F - F" I
sol o
s i endo r  un punto p e r t e n e c i e n t e  a S.
Nuest r a  i n c o g n i t a  es l a  f u n c i ô n  o ( r ' )  y necesi tani os s e l e c c i o  
nar  unas f u nc i on es  base apr opi adas  para  su d é s a r r o i l o  en s e r i e .  Vamos 
a i n t r o d u c i r  una ap r ox i mac i ô n  que nos p e r m i t i r â  e v a l u a r  f â c i l m q n t e  l a  
m a t r i z  l a  apr ox i mac i ôn  c o n s i s t e  en u t i l i z a r  unas f j  que
t i e n e n  e x i s t e n c i a  en una p a r t e  del  domi ni o de l a  f u n c i ô n  i n c o g n i t a .  SiJ 
poni endo que se d i v i d e  e l  conduct or  en N subsecci ones de â r ea  S j ,  defi^ 
nimos l a s  f j  como
f j  = 1 sobre Sj  ( 1 . 1 1 )
f j  = 0 sobre l as  r e s t a n t e s  S^
Podemos e x p r e s a r  entonces l a  densi dad de carga como
J ' j
N
( r ‘ ) “ C a ,  f^ ( I  . 12)
j  = l
Ot r o  aspect o i m p o r t a n t e  es l a  e l e c c i ô n  de las f u nc i on e s  de p r ueba ;  1 N
mamos al  v e c t o r  que d e f i n e  e l  punto medio de , d e f i n i mo s  como
f u nc i o nes  do prueba l a s  f unc i ones  t a i e s  que
= ô ( F  - F ^ . ) ( 1 . 13)
es d e c i r ,  se t r a t a  de f unc i ones  d e l t a  de D i r a c .  Puede verse f â c i l m e n t e
que e s t a  e l e c c i ô n  es é q u i v a l e n t e  a hacer  una a pr ox i mac i ôn  de t i p o  
" p o i n t  mat chi ng"  en l a  r e s o l u c i ô n  del  pr obl ema.
Por u l t i mo  nos queda d é f i n i r  un producto i n t e r i o r ,  en e s t e  - 
caso parece co nven i en t e  d é f i n i r l o  en la forma
< f ,  g >  =
S
f ( r )  g ( r )  dS ( 1 . 1 4 )
(Para es t e  product o los c o e f i c i e n t e s  vi enen dados por
1 dS j
- r1 '"mi
y l a  ecuaci ôn ( I . 10)  puede expr e s a r s e  en forma m a t r i c i a l  como
r i j i i o j i  = i^ii
( 1 . 1 5 )
( 1 . 1 6 )
con e l l o  queda p l a n t e a d a  una ecuaci ôn anâloga a ( 1 . 4 )  que puede s e r  re 
s u e l t a  por el  p r oc e d i mi e nt o  d e s c r i t o  a n t e r i o r m e n t e .
I nt ent emos ahora v e r  que r epr esent an  f f s i c a m e n t e  los t é r m i -  
nos de l a  m a t r i z  j P ^ j | ,  para e l l o  necesi tamos i n t r o d u c i r  l a  d e f i n i c i o n  
de c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l .  Consideremos un s i s t ema de N conductores  
en e q u i l i b r i o  e l e c t r o s t â t i c o ,  l i m i t a d o s  por l as  s u p e r f i c i e s  S j ,  S g , . . . ,  
S|  ^ y sean a j .  l as  densi dades de carga sobre d i chas s u p e r f i ­
c i e s ;  e l  p o t e n c i a l  en un punto c u a l q u i e r a ,  , de l a  s u p e r f i c i e  del  
i - é s i mo  conduct or  puede expr e s a r s e  como ( e . g .  Durand,  T.  I I .  1 9 6 6 ) ,
N
E
j  = l
s iendo
( 1 . 1 7 )
(j ( 1 . 1 8 )
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i j  4neoQ^Qj
o . o -
' J  dS,  dS,  ( 1 . 1 9 )
i  I f ,  -  3  I '
Los t e r mi nes  d e f i n i d o s  por  ( 1 . 1 9 )  se denominan " c o e f i c i e n t e s  de pc t en-  
c i a l " '  y es i nmedi a t o  v e r i f i c a r  que P^  j  es e l  p o t e n c i a l  que créa er e l  
i - ë s i mo  conduc t or  una car ga  uni  dad sobr e el  j - e s i m o  c onduc t or  cuardo 
l os  r e s t a n t e s  t i e n e n  una carga  t o t a l  n u l a .  De l a  ecuac i ôn  ( 1 . 1 9 )  se de^  
duce que P.. j  = P j ^ ,  tambi én es f â c i l  ver  que P .  ^ > P . j  y que todos l os  
c o e f i c i e n t e s  son p o s i t i v o s .
Supongamos que l as  s u p e r f i c i e s  y Sj  se han e l e g i d o  
forma que sea p o s i b l e  hacer  l as  s i g u i e n t e s  s i m p l i f i c a c i ones :
de t a l
a)  Las densi dades de carga son aproximadamente const ant es  so 
bre e l l a s .
b) La d i s t a n c i a  I -  F j  | puede s u s t i t u i r s e  a e f e c t o s  de - 
i n t e g r a c i ô n ,  por  su v a l o r  promediado r e s p e c t o  a l  conduc­
t o r  i , es t o  es | F^^ -  F j  |
entonces l a  e x pr es i ô n  de l os  c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  se reduce a
o^j 5 j  I ^mi -  ^j  I '
 ----------- dS. ( 1 . 2 1 )
e s t a  e x p r e s i ô n  es l a  misma,  sa l vo  el  f a c t o r  1 / S j ,  que obt uvi mos para -  
los c o e f i c i e n t e s  de l a  m a t r i z  j P ^ j j  por  t a n t o  concl ui mos que éstos r e ­
p r e s e n t a n ,  aprox i madament e ,  c l  p o t e n c i a l  que c r e a r î a  en el  conductor  i 
l a  densi dad de carga uni dad sobre el  conduct or  j  cuando los demas t i e ­
nen una ca r ga  nu l a .  Este r e s u l t a d o  se p o d r î a  haber  o b t e n i d o  t ambi é i  a 
p a r t i r  de l a  ecuaci ôn ( 1 . 1 5 )  con l as  apr ox i maci ones  i n d i c a d a s .  Hemos - 
de s e f i a l a r  que on g ener a l  se t endr é  P^  j  /  P j -  sa l vo  en el  caso de que
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■ y Sj  sean i g u a l e s ;  tampoco se v e r i f i c a r â  necesar i ament e  que
En a d e l an t e  nos r e f e r i r emos  a e l l o s  con el  nombre de c o e f i c i e n t e s  de 
pot e nc i a l  , s i  bi en quedan c l ar ament e  e s t a b l e c i d a s  las d i f e r e n c i a s  en-  
\ t r e  estos términos y los que usualmente se de f i n en  como t a i e s .
Hemos de sef i a l ar  que hicimos algunos est i i d i os u t i l i z a n d o  la  
ecuaciôn ( 1 . 1 9 )  para el  c â l c u l o  de los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l ;  el
uso de esta  ecuaciôn pr ésent a  una v e n t a j a  év i d e n t e  pues al  ser  P . .  =
I
Pj^ solo hay que c a l c u l e r  una p a r t e  de los elementos de l a  m a t r i z ,  lo 
cual  impi ica un ahor ro en el  t i empo de computaciôn,  s i n embargo esta  
vent a j a  puede ser  c o n t r a r r e s t a d a  ampl i  amente por el  hecho de que l a  
i n t e g r a c i ô n  a l a  s u p e r f i c i e  casi  siempre tendrâ que hacerse numér i -  
camente,  o b i e n ,  como sucedî a en nuest ro  caso,  l as expres i ones  o b t e n i -  
das son tan complejas que los r esu l t ados  son menos pr ec i sos  que los  
que se t i e n e n  u t i l i z a n d o  l a  forma s i m p l i f i c a d a  ( 1 . 2 1 )  para los c o e f i -  
ci  e n t e s .
Una vez ca l cu l ados  los c o e f i c i e n t e s  de pot enc i a  podemos ob­
t e ne r  l as densidades de carga;  de acuerdo con ( 1 . 1 2 )  se t i e n e
N
E
j  = l
queda pues r e s u e l t o  el  problema que i n i c i a l m e n t e  nos p l anteâmos.  Cono­
cida la  d i s t r i b u c i ô n  aproximada de carga en el  s i s t ema,  estamos en con^  
di ci  ones de abordar  el  c â l c u l o  de p o t e n c i a l e s  y campos en c u a l q u i e r  
punto del  espac i o ,  segûn veremos mâs a de l a n t e .
,, - |V j|
12.
1 . 1 . 2 . -  C â l cu l o  de los C o e f i c i e n t e s  de P o t e n c i a l  para P r o b l e mas con 
S i m e t r i a  A x i a l .
En l a  ecuaci ôn ( 1 . 2 1 )  puede verse que el  c â l c u l o  de los c o e ­
f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  dependen e x c l u s i v a me n t e  de l a  geomet r i a  de l a s  
subsecc i ones .  En muchos casos l a  i n t e g r a c i ô n  no podrâ r e a l i z a r s e  a n a -  
l i t i c a m e n t e  y serâ p r e c i s o  r e c u r r i r  a l a  i n t e g r a c i ô n  numér i ca .  Mautz  
e t  a l .  ( 1 9 7 0 ) ,  han hecho un e s t u d i o  a p l i c a b l e  a c u a l q u i e r  s i s t ema  que 
t enga s i m e t r i a  r o t a c i o n a l ;  de acuerdo con l a  F i g u r a  1 . 1 .  l os  coef i c i en^  
tes de p o t e n c i a l  para el  caso en que los s u be l e c t r o do s  sean s u p e r f i ­
c i e s  l a t é r a l e s  de t r oncos de cono,  v i enen dados por
P.-i =
tg f
dt 2 '2 2 i7~2 ( 1 * 2 3 )
t j  Jq { ( z - z ' ) ‘  ^+ ( p + p ' ) ^ - 4 p p ' c o s ^ ( < j » V 2 ) }  
i n t e g r a n d o  en l a  v a r i a b l e  * '  queda
1 / 2k ( p ' ) * / Z  K(k)  dt  ( 1 . 2 4 )
" ' J  '
donde K es l a i n t e g r a l  e l i p t i c a  compl éta  de p r i mer a  e spec i e  ( v e r  Apén-  
d i c e )  cuyo môdulo k es t â  dado por
1(2 = ----------------------   ( 1 . 2 5 )
U - z ' V  + ( p + p ' )
l a  i n t e g r a c i ô n  de ( 1 . 2 4 )  se hace numér i cament e . Ot r a  a l t e r n a t i v e  es in^  
t e g r a r  pr i mero a n a l i t i c a m e n t e  en t  y e f e c t u a r  l a  i n t e g r a c i ô n  numér ica  
en l a  v a r i a b l e  a n g u l a r ,  B i r t l e s  ( 1 9 7 2 ) .  En c u a l q u i e r  caso pensamos que 
el  método de densi dades de carga  es r ea l ment e  u t i l  cuando para los
13.
Fi gura  I . I . -  Gtomutfi la pana z t  c â l a a l o  dz coz^-lc-izntzA 
dz potznc- ia l  zn Aiite.ma^ ton 6-imztnX.a no-  
t a z ^ o n a l .
c o e f 1 ci  entes e x i s t a  una exprès i ôn a n a l î t i c a ,  de lo c o n t r a r i o  e l  t i em-  
po de computaciôn sera grande y puede quedar en desvent a j a  f r e n t a  a 
ot r as  t é c n i c a s .  B i r t l e s  e t  a l .  ( 1973 ) ,  a n a l i z a n  1 os c o e f 1 ci  entes de po 
t e n c i a l  en subel ect rodos r e c t a n g u l a r e s  y t r i a n g u l a r e s  para 1 os que se 
t i enen  exprès i ones a n a l î t i c a s  r e l a 1 1vamente s i mpl es ,  sobre todo en el  
pr i mer  caso,  Nosotros i ntentâmes en un p r i n c i p l e  gener a r ,  aproxi mada-  
mente,  nuest ra geomet r î a  con es t e  t i p o  de subsecciones y ,  si  bien se 
t en t a  un t iempo do c a l c u l e  ba j o ,  l a  p r e c i s i o n  de l es  r esu l t ados  no era  
del  todo s a t i s f a c t o r i a ; por e l l o  nos decidimos a pr epar a r  l es  c a l c u l e s  
para l es dos t i pos  de subel ect rodos que pueden generar  el  s istema exac 
t ament e,  es d e c i r ,  coronas c i r c u l a r e s  y s u p e r f i c i e s  c i l î n d r i c a s ;  vamos
14 .
a d e t a l l a r  los procesos s e g u i d o s . *
1.  -  C o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a 1 para  coronas c i r c u l a res .
Consideremos e l  p o t e n c i a !  creado en e l  punto P ( p , z )  por  un - 
di sco  de r a d i o  a ,  cargado con una densi dad de carga o u n i f o r me ;  este  
p o t e n c i a !  v i ene  dado por  ( e . g .  Dur and,  T.  I -  1966)
* ( p , z )  = 2VË ( - w ( l - p ' )  j  z + r  2 E ( k )  + ® ---- K( k )  + ^  n ( k , ni ;}
( 1 . 2 6 )
en donde K, E y n son l as  i n t é g r a l e s  e l i p t i c a s  compl étas de p r i me r a ,  
segunda y t e r c e r a  e sp ec i e  r e s p e c t i v a m e n t e ,  ( v e r  A p e n d i c e ) ,
^1 = { ( a + p ) ^  +
, 2 , 1 / 2 ( I . 27)
k = 2 ( a . p
r i
, 1 / 2
( I . , 28)
m - 2 ( a . p  a +
, 1 / 2
P
( I . , 29)
-  1 si z < 0
y = 0 s i z = 0 ( I . , 30)
1 si z > 0
-  1 si  p < a
v ' =  0 s i  p = a ( 1 . 3 1 )
1 s i  p > a
Para p = 0 ,  p = a 6 z = 0 ,  l a  e x p r e s i o n  ( 1 . 2 6 )  se reduce a o t r a s  mas 
s i mpl es  y que nosot r os  u t i l i z a r e m o s  f r e c u e n t e m e n t e , as i  para puntos 
s i t u a d o s  en el  pi ano del  d i s c o
15 .
<|i(p»0) ~ ^ —  { ( a+p)  E(k)  + ( a - p )  K( k ) }  ( 1 . 3 2 )
0
En puntos sobre el  ej e  se t i ene
+ ( 0 , z )  = ^  ( r^ -  \ z \ ]  ( 1 . 3 3 )
o
\Para p = a l a  i n t e g r a l  n desaparece de la  expresi on ( 1 , 2 6 )  y queda
* ( a , z )  = 2 7 ^  1- Y I  ^I E ( k ) }  ( 1 . 3 4 )
El p o t e n c i a l  (j) ,^ que c r e a r î a  en P una corona c i r c u l a r  de r a d i o  e x t e r i o r  
®oj ^ r ad i o  i n t e r i o r  a . j ,  cargada con oj  const ant e  puede obt ener se a 
p a r t i r  de ( 1 . 2 6 )  por s u p e r p o s i c i ô n , ésto es
* =  $ ( p « z , a ^ j )  -  4 ( p , z , a . j )  ( 1 . 3 5 )
Haciendo o = Oj = 1 y asignando a p y z las coordenadas del  el emento - 
medio r e p r e s e n t a t i v e  del  sube l ec t r odo i -en est e  caso una c i r c u n f e r e n -  
c i a  de rad i o  (a^ + a ^ ) / 2 -  tendremos todo d i spuesto para el  c a l c u l e  del  
c o e f i c i e n t e  P . j .
2 . -  C o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  para s u p e r f i c i e s  c i l î n d r i c a s .
El proceso es anâlogo al  que hemos seguido a n t e r i o r m e n t e . El 
punto de p a r t i d a  es el  p o t e nc i a l  debido a un semi ci  1 indro de r ad i o  a,  
que se a l e j a  al  i n f i n i t e  en el  sent i do  de las z negat i  v a s , cargado uni^ 
formemente.  Este p o t e nc i a l  ha s i de ca l cul ado por Gélard ( 1 9 6 2 ) ,  median^ 
te un désar r o i  1o en s e r i e  a p a r t i r  del  po t enc i a l  en el  e j e ,
* ( 0 , z )  = In { ( a^ + z ^ ) ^ / ^  + z} ( 1 . 3 6 )
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y t i e n e  d i f e r e n t e s  e x p r e s i o n e s  dependiendo de l a  r e g i o n  en que se en 
c u e nt r e  el  puhto campo
Fi g u r a  I . 2 . -  Se.mX.c.Â.ZX.ndn. 0  ■indo.^X.nZdo cafigado un-C^ofttnemznte.
Ke.gZân 1
K&glân 2 
Reg-tdn 3
A. ^  a ,
P 21 a ,  
^  a ,  
A <_ a .
z ^  0 
z ^  0 
p < a , z < 0
Con r e l a c i ô n  a l a  F i g ur a  1 . 2  es t as  son;
Regiôn 1.
«  c"
$ ( r , e )  = - 2 “ ' f 1 n ( r ( I  + co s 9 ) }  -  ^  P2 ^ _ j ( cosO) }  ( 1 . 37)
Regiôn 2.
«» c"
* ( r , e )  = -  { 21na -  1 n { r ( l - c o s e ) }  -  ^  r —
0 n=l
(I  . 38 )
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Regiôn 3.
c"
* ( r , o )  = -  (Tna + ^^n + l  ( c ^ s o ) }  ( 1 . 3 9 )
donde P^(cose)  es el  pol i nomi o de Legendre de orden n,  Magnus ( 1 9 6 6 ) ,  
\y los c o e f i c i e n t e s  C "yg es t ân  dados por
C - ï / 2  = ( - ! > "  : C ^ \ / 2  = 1 ( 1 4 ° )
Para z = 0 l as  expr es i ones  a n t e r i o r e s  se s i m p l i f i can 
Regiôn 1.
oa* ( r ,  n/2)  = - j f -  l n ( r )  ( 1 . 4 1 )
0
Regiôn 3.
$ ( r ,  n/2)  = - 2 ~ ~  l n ( a )  ( 1 . 4 2 )
El p o t e n c i a l  , debido a una s u p e r f i c i e  l a t e r a l  c i l i n d r i c a  puede ob­
t e n e r s e ,  como hicimos antes para corona c i r c u l a r ,  por s u p e r p o s i c i ô n  de 
dos c o n t r i b u e ! ones
♦g -  (^  ^2 * ®2 ) " ^ ( r ^ f G j )  ( 1 . 4 3 )
si endo r^ l a  d i s t a n c i a  del  punto P al  c e n t r e  de l a  base i n f e r i o r ,  r^  
l a  d i s t a n c i a  al  ce n t r o  de l a  base s u p e r i o r  y Gg ^os ângul os co-  
r r espondi  e n t e s .
En los d é s a r r o i l o s  a n t e r i o r e s  l a  suma se e x t i e n d e  a i n f i n i ­
tés t é r mi n os ,  pero puede par ar se  el  d e s a r r o l l o  cuando se a l cance  el  
grade de p r e c i s i o n  deseado;  nosot ros hemos impuesto que el  e r r o r  r e l a ­
t i v e  sea i n f e r i o r  a lO” ^.  Se observa en gener a l  una conver genc i a  r a p i ­
de sal vo en los cases en que el  v a l o r  de r  d i f i e r e  poco del  r a d i o  del  
c i l i  n d r o .
U!.
I . 2 . -  APLICACION DEL METODO PE DENSIDAOES PE CARGA A LA RESOLUCIOM PE 
ALGUNOS PROBILMAS.
En l a  ecuac i on ( 1 , 2 2 )  hemos l l e g a d o  a o b t e n e r  l a  d i s t r i b u -  
c i on  aproxi mada de c a r g a ,  i n d u c i d a  en un s i st ema de conduct or es  por -  
l os  p o t e n c i a l e s  de e x c i t a c i ô n .  Este r e s u l t a d o  nos p e r m i t i r â  h a l l a r  de 
una forma r e l  a t i v a me n t e  s i m p l e ,  el  p o t e n c i a l  y campo e l é c t r i c o  en un 
punto c u a l q u i e r a  de l a  r eg i ô n  de i n t e r é s ;  para nosot r os  e s t a  p o s i b i l i -  
dad es i m p o r t a n t e  sobre todo con v i s t a s  a s e g u i r  l a  L r a y e c t o r i a j  de par  
t i c u l a s  cargadas somet i das a l a  acc i ôn de estos campos.  Vamos pjues a 
d e s c r i b i r  el  pr oceso.
El p o t e n c i a l  en P debi do a l a  subsccci ôn j  sera
Isj
Las componentes del  campo se obt i e ne n  por  d e r i v a c i ô n  de 
(1.44) con r e s p e c t e  a l a  v a r i a b l e  e s p a c i a l  cot r es  p o n d i e n t e . Los c a l c u ­
l es  n e c e s a r i o s  para o b t e n e r  estos v a l o r e s  son compl etament e anâl ogos  
a l os  d e s c r i t o s  en e l  a p a r t a d o  a n t e r i o r  a l  h a l l a r  l os  c o e f i c i e n t e s  de 
p o t e n c i a l ;  nos l i m i t a r e m o s  por t a n t o  a dar  las e x pr e s i o ne s  de los cam­
pos creados por  un d i sco  y un s e m i c i l i n d r o  cergados u n i f o r me m e n t e ,
Disco
E p ( p • z ) = -  = F ir f ” " ~p  ^ ^ ^  ) K ( k )  - L ( k )  } ( 1 . 4 5 )
E ; ( p , z )  = -  H  = { u ( l - u ' ) *  + y - -  i w'  ( l - m 2 ) l / 2  n( k , m)  - K ( k ) }  }
° (1.47)
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S e m i c i l i n d r o  i n d é f i n i  do
( p ' Z )  = 2 tT e ~  ^  { ( 1 + w ' )  ~2 ~ ^ r~  { w ' l l { k , m )  + K ( k ) }  }
( 1 . 4 7 )
E z ( p , z )  = ( 1 . 4 8 )z TTEp Tj
todas l as  v a r i a b l e s  t i e n e n  el  mismo s i g n i f i c a d o  que l es  ditnos a n t e ­
r i  ormen t e  .
El p o t e n c i a l  y el  campo creado por l a  t o t a l  idad del  s. istema 
puede obt ener se  ahora medi ant e  s u p e r p o s i c i ô n ,  es d e c i r
N
* ( p , z )  = % V.  ( p , z )
j  = l  J
N
E ( p , z )  = L E . ( p , z )  ( 1 . 4 9 )
P j = i  PJ
N
E _ ( p , z )  = E E , i  ( p , z )
4 j = i z j
quedan pues e s t a b l e c i d a s  l as  ecuaci ones que r e s u e l v e n  t o t a l  mente el  
problema e l o c t r o s t â t i c o  que habiamos p l a n t e a d o .
Nos parece adecuado en es t e  punt o,  most r a r  un esquema del  
proceso segui do hasta  l a  obt enc i ôn  de l a  d i s t r i b u c i ô n  creada por un 
s i st ema de conduc t or es ;  en resuiiien los pasos n e c e s a r i o s  s e r i a n :
a)  D i v i s i o n  de l a  geomet r î a  en un numéro de sube l ec t r odos  
s u f i c i e n t e ,  a f i n  de que 1 as h i p ô t e s i s  de s i m p l i f i c a c i ô n  
r e a l i z a d a s  sean r azonabl ement e  a p l i c a b l e s .
b) Obtenci ôn de los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  a p a r t i r  de
20.
l a  ecuac i on  ( 1 . 1 5 )  a p l i c a n d o  en cada t i p o  de s u b e l e c t r o ­
dos l as  e x p r e s i o n e s  cor respond i . e n t e s , es t o  e s ,  l a  e c u a ­
c i on ( 1 . 3 5 )  para cor onar  c i r c u l a r e s  y l a  ( 1 . 4 3 )  para  s u ­
p e r f i c i e s  l a t é r a l e s  c i l î n d r i c a s .
c)  Resol uc i ôn  del  s i s t ema  de ecuac i ones  l i n e a l e s  r é s u l t a n t e ;  
nosot r os  concr e t ament e  l o  haremos por  el  método de r e d u c -  
c i ôn  de C r o u t ,  G e r a l d  ( 1 9 7 3 ) ,  que e f e c t u a  l a  i n v e r s i o n
de l a  m a t r i z  medi ant e  t r i a n g u l a c i ô n .
d) Obt ens i ôn  de l a  dens i dad de carga en l os s u b e l e c t r o d o s
por  medio de l a  e cuac i ôn  ( 1 . 2 2 ) .
e)  C a l c u l e  del  p o t e n c i a l  y del  campo e l é c t r i c o  en el  punto -  
deseado,  u t i l i z a n d o  l as  expr e s i o ne s  ( 1 . 4 9 ) ,  como suma de 
t odas l a s  c o n t r i b u c i ones .
Nos g u s t a r î a  s e n a l a r  o t r a  de l a s  i n t e r e s a n t e s  a p l i c a c i o n e s  - 
del  Método de Densi dades de Car ga .  Puesto que con e s t e  método se o b t i e  
ne l a  d i s t r i b u c i ô n  de carga  sobre l a  s u p e r f i c i e  de los conduct or es  en 
f un c i ô n  de los p o t e n c i a l e s  de e x c i t a c i ô n ,  es p o s i b l e  a p a r t i r  de e l l a  
c a l c u l e r  1 a capaci dad del  s i s t ema en e s t u d i o .  La r e l a t i v e  f a c i l i d a d  de 
los c â l c u l o s  para a l gunas  g e o m e t r f a s ,  ha hecbo que f u e r a  b a s t a n t e  u t i -
l i z a d o  con es t a  f i n a l i d a d .  As f R e i t a n  e t  a l .  ( 1 9 5 1 ) ,  l o  emplean para -
h a l l a r  l a  capac i dad  de un cubo,  H i g g i n s  e t  a l .  ( 1 9 5 1 )  o b t i e n e n  una cur  
va u n i v e r s a l  para l a  capac i dad de una corona c i r c u l a r ,  R e i t a n  ( 1959 )  -  
e s t u d i a  el  condensador  de armaduras r e c t a n g u l a r e s  p a r a l e l a s .  Los resul^ 
t ados que o b t i e n e n  son b a s t a n t e  aproxi mados a pesar  de que,  para f a c i ­
l i t e r  l os  c â l c u l o s ,  u t i l i z a n  e x p r e s i o n e s  muy s i m p l i f i c a d a s  en la d e t e r
2 1  .
mi naci ôn de los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  y un numéro pequeno de sub­
sec c i o ne s .  Mas r ec i  entemente B i r t l e s  e t  a l .  ( 1973)  a n a l i z a n  l a  capacj^ 
dad de una pl aça  r e c t a n g u l a r  para most r a r  las v e n t a j a s  de una e l o r c i ô n  
adecuada de l os  s u b e l e c t r o d o s .  Nosot ros hemos es t ud i ado  algunos si  s t e ­
rnes con s i m e t r i a  r o t a c i o n a l ;  un caso que es i n t e r e s a n t e  es e l  del  d i s ­
co c i r c u l a r  ya que t i e n e  so l u c i ô n  a n a l î t i c a  y per mi t e  comprobar  el  
e r r o r  que se comete en el  c a l c u l e  numér i co.  Para un di sco de r a d i o  ^  
l a  capac i dad v i ene  dada por = 8  a.  En la Tabl a  I . l  se muest ra el  
v a l o r  de l a  capaci dad C en f unc i ôn  del  numéro de s ube l ec t r o do s  {para un 
di sco de 2 cm de r a d i o ,  as î  como el  e r r o r  r e l a t i v o  de es t e  val  Jr.
N C (pF) (Cg-C)xlOO/Cg
1 0 1. 414410 0 . 1 5 9
15 1.416351 0 . 0 2 2
2 0 1. 416413 0 . 0 2 0
23 1 . 416440 0 . 016
28 1 . 416447 0 . 0 1 5
Tabl a I . I . -  Capacidad de un d lAco, c a l c u t a d a  poh. e t  IMtodo de Ve.n6i.da-
dc i  de CaAga, en fu nc iô n  de t  ndmeAo de 6ubetectA.odo&. Va-
ton. a n a t t t i c o  = 1.416669 pF.a ^
El e r r o r  en los va l o r e s  de C con r cspecto a es siempre  
por d e f e c t o ,  e l l o  es consecuenci a  de un conocido teorema de e l e c t r o s -  
t â t i c a  el  cual  e s t a b l e c e  que l a  d i s t r i b u c i ô n  de carga en l a  s u p e r f i c i e  
de un conduct or  es ta 1 que,  en el  e q u i l i b r i o ,  l a  e n e r g î a  del  conduct or
<12  .
es mi ni ma;  puesto que nosot r os  pa' rt imos de la  h i p ô t e s i s  de que l a  d e n ­
s i dad de carga  es un i f o r me en cada s u bsccc i ôn ,  es c l a r o  que l a  d i > t r i -  
buci ôn no es l a  de e q u i l i b r i o ,  por t a n t o  l a  e n e r g î a  asoc i ada  a e l l a  
serô mayor y en consecuenci a  el  v a l o r  de l a  capac i dad (C a l / e n e r g î a )  
serâ  i n f e r i o r  a l  v a l o r  e x a c t o ;  s i n embargo pueden o bt e ne r s e  va l or es  
con un e r r o r  cada vez menor aumentando N , o l o  que es é q u i v a l e n t e ,  
aproximando l a  d i s t r i b u c i ô n  de carga a l a  v e r d a d e r a . Notemos que para 
N = 28 el  e r r o r  en C es del  0 . 1 5  por mi l  l o  que nos da i dea  de l a  bue-  
na p r e c i s i o n  que se puede o b t e n e r  con e s t e  método.
Para h a l l a r  l a  capac i dad  se ha hecho una d i v i s i o n  de l a  g e o ­
m e t r î a  de ta 1 forma que l as  coronas c i r c u l a r e s  se e s t r e c h a n  a med da - 
que se en c u e n t r a n  mas prôxi mas al  b or de ;  mâs a d e l a n t e  a n a l i z a r e m o :  con 
d e t a l l e  l a s  v e n t a j a s  de es t a  e l e c c i ô n .
El método l o  hemos e x t e n d i d o  al  c â l c u l o  de capac i dades  de 
condensadores que i n c l u y e n  medios d i e l é c t r i c o s , s i g u i e n d o  l a  f o r m t l a -  
cl ôn i n t e g r a l  del  probl ema e l e c t r o s t â t i c o  en p r e s e n c i a  de d i e l é c t r i c o s , 
Van B l a d e l  ( 1964 , pgg.  7 3 ) .
Con o b j c t o  de e s t u d i a r  t ambi én e l  e r r o r  que cometemos er e l  
c â l c u l o  de p o t e n c i a l e s  y campo,  hemos e l e g i d o  dos casos con so l uc i ôn  
a n a l î t i c a  c o n o c i d a ,  e l  d i sco  c i r c u l a r  y l a  c a j a  c i l î n d r i c a ,  con le que 
compararemos l os r e s u l t a d o s  numér i cos .
I . 2 . I . -  Disco C i r c u l a r .
Este probl ema es f â c i l  de t r a t a r  t a n t o  desde el  punto de v i ^  
ta numér ico como a n a l î t i c o ;  por  e l l o  ademas de s e r v i r n o s  para compro-
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bar  l a v a l i d e z  del  Método de Densidades de Carga,  l o  u t i l i z a r e m o s  pa­
ra most r ar  una p o s i b l e  o p t i mi z a c i ô n  en la  forma de a p l i c a r l o .
Supongamos un di sco de r ad i o  a ,  espesor  d c s p r e c i a b l e  y que 
\ se encuent r a  a un p o t e n c i a l  uni dad,  si  el  o r i gen  de coordenadas lo s2  
ituamos en el  cent r o  del  d i sco el  p o t e n c i a l  en el  pünto P ( p , z )  est a  da 
do por ( e . g .  Jeans,  1927)
♦ ( p , z )  " i  t g - 1  ( ^  ) I ( 1 . 5 0 )
/x
siendo A l a  r a i z  p o s i t i v a  de l a  ecuaciôn
. 2  2
z + p—  = 1 ( 1 . 5 1 )
a +x
las componentes del  campo e l é c t r i c o  son
E ( p , z )  = --------5--------  {1 + — ------} ( 1 . 5 2 )
P
E,  = ------?---------  (1 t  ■ -  ) ( 1 . 5 3 )
i r /x(X + l )  p 9
/ b  +4z
con
b = p2 -  1 ( 1 . 5 4 )
Por o t r a  p a r t e ,  l a  densi dad de carga sobre el  d i sco v a r i a  
con l a  d i s t a n c i a  al  e j e  del  mismo segûn l a  ecuaci ôn
o( p)  =  - -  ( 1 . 5 5 )
/a -  p ^
Notemos que el  v a l o r  de a v a r i a  poco hast a  una d i s t a n c i a  del  
orden de a / 2  y después empieza a c r e c e r  mâs r â p i d a me n t e ,  haciéndose  
i n f i n i t e  -en un caso i d e a l -  en el  borde del  d i s c o ,  es t e  r e s u l t a d o  pr o-
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vi ene  de suponer  un espesor  n u l o ,  en l a  p r â c t i c a  el  v a l o r  de u ( a )  sera  
grande pero no i n f i n i t e  y dependerâ del  acabado mecani co.  Este  a n a l i -  
s i s  c u a l i t a t i v o  puede e x t e n d e r s e  a c u a l q u i e r  s u p e r f i c i e  y s i empr e  en - 
l as  .proxi midades de los bordes de un conduct or  l a  carga v a r i a  mâs r â p ^  
damente que en l as  r eg i on es  a l e j a d a s  de a q u e l l o s .  Esto nos s u g i e r e  que 
se pueden o b t e n e r  mej or es r e s u l t a d o s  si  se hace una e l e c c i ô n  de los  
s u b e l e c t r o d o s  que tenga en cuent a e s t a  v a r i a c i ô n  de l a  c a r g a .  H a r r i n g ­
ton ( 1 9 6 8 )  y con a n t e r i o r i d a d  o t r o s  au t o r e s  u t i l i z a n  una d i v i s i ô n  u n i ­
f or me,  a s i ,  una p l aça  cuadrada se d i v i d e  en 4 ,  9 ,  16,  e t c . ,  s u b e l e c t r o  
dos i g u a l e s .  B i r t l e s  e t  a l .  ( 1 9 7 3 ) ,  muest ran cômo se o b t i e n e  un mej or  
v a l o r  de l a  capac i dad  de e s t a  g e ome t r î a  si  se emplea una d i v i s i ô n  no -  
u n i f o r me ,  es d e c i r ,  l os  s ub e l e c t r o d o s  se es t r echan  a l  a p r ox i mar se  al  - 
cont or no de l a  p l a ç a ;  nosot r os hemos v e r i f i c a d o  que és t o  es c i e r t o  en 
el  c â l c u l o  de l a  capac i dad  de un d i s c o ,  ahora p o d r e m o s  v e r  que tambi én  
di smi nuyc el  e r r o r  en e l  p o t e n c i a l  y en el  campo para e l  d i s c o .  Es c i a  
ro que caben muehas formas de g e n e r a r  l os  s u b e l e c t r o d o s ,  nosot r os  hemos 
prepar ado una que r é s u l t a  cômoda de pr ogr amar ;  una p a r t e  del  d i sco  - l a  
mâs prôxima al  c e n t r o -  se d i v i d e  en coronas c i r c u l a r e s  de l a  misma an-  
chura y el  r e s t o  se genera con coronas c i r c u l a r e s  cuya anchura di smi nu  
ye en p r o g r e s i ô n  geomét r i ca  de razôn dos;  esta  e l e c c i ô n  t i e n e  en cuen­
t a  como se d i s t r i b u y e  aproxi madamente l a  carga en e l  d i sco  y ademâs,  
si  e l  numéro de s u b e l e c t r o d o s  es s u f i c i e n t e m e n t e  gr ande ,  cumple tambi én  
l a  segunda h i p ô t e s i s  ( pâg.  1 0  ) que h i c i mos al  e s t a b l e c e r  l a  ecuaci ôn  
( 1 . 2 1 ) para e l  c â l c u l o  de los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l .
En l a  F i g u r a  1 . 3  se muest ra e s t e  t i p o  de d i v i s i ô n  para l as  
geomet r f as  que u t i l i z a r e m o s  en n u e s t r o  t r a b a j o .
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( 1 ) (3) (2 )
Fi gur a  1 . 3 . -  VÂ.v-if>lân no u«-C(Joa.ma de toà  tH.^6 tÂ,po6 de eZect^odoi
ut-CtXzado6 paA.a geneAa^ -AZ^temaA con Aimetf iLa ^o ta c ^ o na i  
(J)  VX.ÂCO cx4cu^a%. (2)  CoAona c^f icutaf i .  (3)  Supe^^lcZe  
cZl-cnd/iÂ-ca.
Con el  f i n  de a n a l i z a r  l a  i n f l u e n c i a  del  v a l o r  de N y l as  
v e n t a j a s  de la d i v i s i o n  no uni forme hemos hecho un e s t u d i o  compar at i ve  
en una red de puntos del  e s pa c i o .  En l as  Tabl as 1 . 2 ,  1 . 3  y 1 . 4  se mue^ 
t r a  el  e r r o r  absol u t e  del  p o t e n c i a l  y l as  componentes del  campo e l é c ­
t r i c o  en algunos de est os  punt os,  s i t uados  muy cerca del  borde del  d i ^  
co,  que es l a  r egi ôn en l a  que presumi bl emente l os r e s u l t a d o s  son mas 
i n e x a c t e s .  Para puntos en los que p < a se observa que e l  e r r e r  en ge-
?6
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P l a
Fi gur a  1 . 4 , -  VZAt^.ibucÂ,én d<L caAga ew an dl&c.a a p o t e n c Z a t  ancdad.  
K ValoA <Lxacto en e.t ccntAo de.1 &ubzf  z c tA o d o .
VatoA numéA^Cco. Método d^ Vzn-5tdade.i dz CaAga.
En l a  F i g u r a  1. 4  se r e p r é s e n t a  l a  densi dad de carga en cada 
subsecc i ôn o b t e n i d a  para un d i sco  de r a d i o  uni dad con N = 20 y d i v i s i ô n  
no u n i f o r me ;  por  comodidad en l a  r e p r e s e n t a c i ô n  no se i n c l u y e  e l  v a l o r  
de oj  en e l  s u b e l e c t r o d o  cuyo r a d i o  e x t e r i o r  c o i n c i d e  con el  borde del  
d i s c o .  También se compara Oj con el  v a l o r  a n a l î t i c o  que cor r esponde  al  
punto medio de l a  subsecc i ôn j ,  e s t e  vendra dado por  el  dobl e  del  nu­
méro que se obt enga en l a  ecuac i ôn  ( 1 . 5 5 )  ya que Oj é q u i v a l e  a l a  suma 
de l a s  densi dades en ambas car as  del  d i s c o .
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I n e r a l  aumenta al  apr ox i mar se  al  bbr de ,  s i n  embargo en puntos cuya a 1 tu 
ra r e l a t i v e  es pequena se obser va  un compor t ami ent o o s c i l a t o r i o  pensâ­
mes que es debi do a que por e s t a r  tan proximos al  d i sco  t i e n e  gran i n ­
f l u e n c i a  l a  p os i c i o n  del  punto r e s p e c t e  de los s ub e l e c t r od os  mâs cerca  
Inos ya que en la  i n t e g r a l  se e s t â  suponiendo c ons t ant e  una d i s t r i b u ­
t i o n  de carga que en r e a l i d a d  v a r i a  r âp i dament e  en es t a  r e g i o n .  Para -  
puntos p > a e l  e r r o r  a b s o l u t e  d i smi nuye al  a l e j a r s e  del  d i sco t a n t o  -  
en l a  d i r e c c i ô n  r a d i a l  como en l a  a x i a l .  1
Del a n â l i s i s  de l as  t a b l a s  se desprende que el  e r r o r  d i s mi n ^
ye al  aumentar  el  numéro de s u b e l e c t r o d o s ,  s i n embargo en s i s t emas mâs 
compl ej os habrâ que t e n e r  en cuent a  que se pueden t e n e r  e r r o r e s  de r e -  
dondeo por aumentar  cons i d e r a b l e me n t e  el  numéro de oper ac i ones  y en 
consecuenci a  habrâ que t r a b a j a r  con e l  menor numéro p o s i b l e  de e l l o s .  
Puede ver se  tambi én que para un mismo numéro de s u b e l e c t r o d o s  es mucho 
mâs e xac t a  l a  d i s t r i b u c i ô n  que se o b t i e n e  con una d i v i s i ô n  no un i f o r me  
de l a  g e o m e t r î a ,  los e r r o r e s  son i n f e r i o r e s  en un orden de magni tud al  
menos con r e s p e c t e  a l a  d i v i s i ô n  u n i f o r me .
1 . 2 . 2 . -  Caja C i l î n d r i c a .
El e s t u d i o  de es t a  geomet r î a  es de i m p o r t a n c i a  para nosot ros  
por dos mo t i v e s :  en p r i m e r  l u g a r  porque i n t e r v i e n e n  l os dos t i po s  de 
s u be l e c t r o d o s  para l os  que hemos pr eparado e l  c â l c u l o  de los c o e f i c i e i i
t es  de p o t e n c i a l ;  en segundo l u g a r  porque nos p e r mi t e  e s t u d i a r  la d i s ­
t r i b u c i ô n  de p o t e n c i a l e s  en l a  câmara de i o n i z a c i ô n  de una f ue n t e  de - 
i o n e s ,  cuando se i gnor a  el  e f e c t o  de l os  o r i f i c i o s  y l a  p e n e t r a t i o n  de
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los campos creados por l os e l e c t r o d o s  e x t e r i o r e s ;  nos basaremos en e s ­
t a  d i s t r i b u c i ô n  para j u s t i f i c a r  p o s t e r i o r m e n t e  a l gunas s i m p l i f i c a c i o -  
nes .
Supongamos una c a j a  c i l î n d r i c a .  F i g u r a  1 . 5 ,  en l a  que el  
e l e c t r o d o  i n f e r i o r  y e l  l a t e r a l  se encuen t r an  a p o t e n c i a l  cero y el  
e l e c t r o d e  s u p e r i o r  a p o t e n c i a l  V.
El problema t i e n e  s o l u c i ô n  a n a l î t i c a  por  el  método de sépara  
c i ôn de v a r i a b l e s  en forma de una s e r i e  ( e . g .  Durand,  T.  I I .  1966)
? V 1
nÇ, p „ J , C p ; a ) s h ( -p > )  sh(PnZ)
s i endo Jj  ^ l as  f u nc i o nes  de Bessel  de pr i mer a  e sp ec i e  y orden k,  Magnus 
( 1 9 6 6 ) ,  y p^ los ceros suces i vos  de l a  f un c i ôn  ( p ^ a ) .
Z
F i g u r a  1 . 5 .  Sccc-cdn tAanivzA^ctZ dz una. c a j a  c . t tZndA tca .
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La s o l u c i ô n  de e s t a  s é r i e  l a  hemos l l e v a d o  a cabo para un 
conj unt o  de punt os ,  v e r t i c e s  de un mal 1 ado r e g u l a r ,  medi ant e  un pr ogr a  
ma que c a l c u l a  los t é r mi nos  s uces i vos  de l a  s e r i e ,  empleando una subru  
t i n a  s t a n d a r d  para e l  c â l c u l o  de l as  f unc i ones  de Bessel  con dcule pre  
c i s i ô n ,  hasta  t é r mi nos  de una a p o r t a c i ô n  r e l a t i v e  del  0 , 1%.  La : o n v e r -  
I gencia de l a  s e r i e  es buena en g e n e r a l ,  sa l vo  en los puntos prô<imos - 
al  e l e c t r o d o  s u p e r i o r  en que l os  60 t ér mi nos e s t a b l e c i d o s  en p r i n c i p i o  
como mâximo - p o r  razones de l i m i t a c i ô n  en el  argumente de las e<ponen-  
c i a l e s  del  seno h i p e r b ô l i c o -  no f u e r o n  s u f i c i e n t e s  para a l c a n z a -  l a  
co nver genc i a  e x i g i d a .  Esta f a l t a  de conver genc i a  se debe ev i den: ement e  
a que en l a  s e r i e  ( 1 . 5 6 )  e l  f a c t o r  sh ( p^c)  en el  denomi nador  queda 
p r â c t 1 camente compensado para  esos p unt os ,  y el  f a c t o r  que domina e l  - 
d e c r e c i n i i e n t o  de los t é r mi n os  es simpl  emente l / p ^ '  que hace l a  conver ­
genc i a  r e l  a t i  vamente l e n t a .  Este  i nconveni  ent e  l o  hemos r e s u e l t o  i n d u  
yendo un mayor numéro de c e r o s ,  has t a  1 0 0 , y e v i t a n d o  l a  s a t u r a c i  ôn de 
l as  e x ponenc i a l  es medi ant e  l a  ap r ox i mac i ô n
sh ( p ^z )  
sh ( p^c)
- P n ( c - z )
= e " ( I  . 57 )
P n ^ »
En l a  Tabl a  1 . 5  se dan los r e s u l t a d o s  obt en i dos  para tl  po­
t e n c i a l  V ( p , z )  en un ma l l ado  de 11x6 puntos a i n t e r v a l o s  r e g u l a r e s  e n ­
t r e  p = 0 ,  p = a y z = 0 ,  z = c  r e s p e c t i v a m e n t e . Los r e s u l t a d o s  es t â n  
de acuerdo con l a  forma que cabe e s p e r a r  para l as  e q u i p o t e n c i a  1ts . En 
l a  p a r t e  c e n t r a l  c o i n c i d e n  con l os p o t e n c i a l e s  para un condensacor  p l ^  
no,  pues al  ser  grande el  r a d i o  del  c i l i n d r o  f r e n t e  a l a  a l t u r a .  e l  - 
e f e c t o  de a p a n t a l 1 ami ent o de l a  s u p e r f i c i e  l a t e r a l  a p o t e n c i a l  cero es 
pequeno sobre una ampl i a  zona c e n t r a l .
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5 . 0 5 . 0 5 . 0 5 . 0 5 0 5 . 0 5 . 0 5 . 0 5 . 0 5 G 5 . 0
0 0 3 .28 3 .82 3 95 3 98 3 .99 3 .99 4 . 0 4 . 0 4 0 4 0
0 0 2 03 2 72 2 91 2 97 2 .99 2 .99 3 0 3 0 3 0 3 0
0 0 1 18 1 73 1 91 1 97 1 99 1 99 2 0 2 0 2 0 2 0
0 0 0 54 0 84 0 95 0 98 0 99 0 99 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ta b l a  1 . 5 . -  V t i t A t b u c Z é n  dz p o t z n c Z a l  zn l a  c a j a  c l l l n  
dA l c a .  P ( p , 0 )  = 0,  P f O , z )  = 0,  t / ( p , c )  = 5.
Las componentes de!  campo se o b t i e n e n  a p a r t i r  de ( 1 . 5 6 )  te  
ni endo en cuenta que d J p ( x ) / d x  = - J ^ ( x ) ,
ch(PnZ)  Jo(PnP)
( 1 . 5 3 )  
( I  . 59 )
La conver genc i a  en es t as  s e r i e s  es t o d a v î a  mâs l e n t a  s i endo  
n e c e s a r i o s  hast a  300 t é r mi nos  en algunos casos,  e l l o  a l a r g a  c o n s i d e r ^  
bl ement e  el  t i empo de c â l c u l o  y probabl ement e  se t i e n e n  r e s u l t a d o s  me^  
nos exact os  por  acumul aci ôn de e r r o r e s .
En l a  Tabl a  1 . 6  se pr esent an  algunos de los r e s u l t a d o s  de - 
es t e  e s t u d i o .
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1 , 3 . -  APROXIMACION DE CARGA LI NEAL.
Es f r e c u e n t e  que para  puntos s u f i c i e n t e m e n t e  a l e j a d o s  de los  
s u b e l e c t r o d o s ,  o b i en  cuando l a  s u p e r f i c i e  de é s t os  es pequena f r e n t e  
a l as  di mensi ones  del  s i s t e m a ,  se s u s t i t u y a  e l  p o t e n c i a l  que crean  
por  e l  de una d i s t r i b u c i ô n  é q u i v a l e n t e  que s i m p l i f i q u e  los c â l c u l o s  a 
e f e c t u a r .  H a r r i n g t o n  ( 1 9 6 8 ) ,  en l a  ob t e n c i ô n  de l a  capac i dad  de una -  
pl aça  cuadrada u t i l i z a  para  h a l l a r  l os  c o e f i c i e n t e s  P \ j ,  i /  j , l a  
apr ox i mac i ôn  de carga punt ua l  , es d e c i r ,  supone que l a  carga d i s t r i b u a  
da uni f ormement e  en e l  s u b e l e c t r o d o ,  es v i s t a  desde e l  punto campo co 
mo una carga punt ua l  s i t u a d a  en e l  c e n t r o  del  mismo; l a  apr ox i mac i ôn  
supone un e r r o r  mâximo del  3,8% par a  s u b e l e c t r o d o s  adyacent es  en el  - 
caso que e s t u d i a . S i n g e r  e t  a l .  ( 1 9 7 0 ) ,  en su t r a b a j o  s u s t i t u y e n  l a  
carga s u p e r f i c i a l  por  d i s  t r i b u c i ones l i n e a l e s  é q u i v a l e n t e s  t a i e s  como 
r e c t a s  o c i r c u n f e r e n c i a s  y H a r t i n g  y Read ( 1 9 7 6 )  u t i l i z a n  e s t e  t i p o  - 
de a pr o x i mac i ôn  en e l  e s t u d i o  de d i v e r s e s  t i p o s  de l e n t e s  con un e r r o r  
del  1%.
Nos ha p a r e c i d o  i n t e r e s a n t e  exami ner  e s t e  t i p o  de a p r o x i ma ­
ciôn para s i s t emas con s i m e t r î a  r o t a c i o n a l ,  y a que p o s t e r i o r m e n t e  se-  
râ o b j e t o  de d i s c u s i ô n  en n ue s t r o  e s t u d i o .  A s i ,  e l  p o t e n c i a l  y e l  cam 
po creados por  una corona c i r c u l a r  con una car ga  t o t a l  q = 0 ^ ( 3  ^ -  a . )  
pueden s u s t i t u i r s e  por  l a  d i s t r i b u c i ô n  que créa  una c i r c u n f e r e n c i a  
cargada con una densi dad l i n e a l  u n i f o r m e ,  t a l  que
'e  " '  ° - ° V a —  ( '
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s i endo _a e l  r a d i o  medio de l a  cor ona.  Para l as  s u p e r f i c i e s  c i l i n d r i -  
cas se t e n d r i a  una e x p r e s i o n  a na l o ga .
El  p o t e n c i a l  y e l  campo creados por e s t a  d i s t r i b u c i ô n  é q u i ­
v a l e n t e  son ( e . g .  Durand,  T . I .  1966)
( 1 . 61 )
donde k y r^ v i enen dados por  ( 1 . 2 8 )  y ( 1 . 2 7 )  r e s p e c t i v a m e n t e ,
a^- p^+z^ E( k )
l . 2
s i endo k ' e l  modulo compl ement ar i o  d é f i n i  do como
( 1 . 6 2 )
k ' Z  = 1 _ k^ ( 1 . 6 3 )
en al gunos puntos e s t a s  e x pr e s i o n e s  se s i m p l i f i c a n  b a s t a n t e ,  por  ejem 
p i o  en e l  e j e  se t i e n e
X,
E p ( O . z )  = 0
( 1 . 6 4 )
( 1 . 6 5 )
( 1 . 6 6 )
En el  p i ano de l a  c i r c u n f e r e n c i a
X.
,f(p,o) = ^  TT(Z7iT ( 1 . 6 7 )
3 7
E p f " - ' »  = k ;  2 7 7  > ( '  GGI
Ez(p,0) = 0 (1.69)
Tant o l a  e x p r e s i o n  del  p o t e n c i a l  como l a  de l as  componentes del  campo 
son mucho mâs s i mpl es  que l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l os  c â l c u l o s  no apro 
x i mados,  l o  que puede t r a d u c i r s e  en una economîa de t i empo s i n  que 
los r e s u l t a d o s  se mod i f i q uen  s u s t a n c i a l m e n t e . ■
Hemos hecho un e s t u d i o  con e l  f i n  de a n a l i z a r  con d e t a l l e  - 
e l  e r r o r  que puede i n t r o d u c i r  e s t a  apr ox i mac i ôn  en d i f e r e n t e s  casos.  
Para e l l o  hemos comparado l a  d i s t r i b u c i ô n  que cr éa  una c i r c u n f e r e n c i a ,  
uni formemente ca r g a d a ,  con l as  de una corona c i r c u l a r  de anchura OR y 
una s u p e r f i c i e  c i l i n d r i c a  de a l t u r a  DZ, ambas con una densi dad de cajr 
ga u n i f o r m e ;  e l  r a d i o  de l a  c i r c u n f e r e n c i a  y l a  s u p e r f i c i e  c i l i n d r i c a ,  
asT como e l  r a d i o  medio de l a  corona c i r c u l a r  son i g u a l  a l a  un i dad.  
Como resumen de es t os  r e s u l t a d o s  hemos l l e g a d o  a l a s  s i g u i e n t e s  concl u  
s i on e s :
1) Para i n t e r v a l o r  DR y DZ pequehos,  los r e s u l t a d o s  p r â c t i camente no 
d i f i e r e n  para l a  mayor p a r t e  de l a  r eg i o n  en e s t u d i o .  Como e j empl o  
daremos el  caso DR/a = DZ/ a  = 0 . 0 1 ;  en e l  punto p / a  = 0 . 5 ;  Z / a  = 
0 . 0 1  l os  v a l o r e s  o bt e n i dos  son
. ♦  ^  Ez
C i r c u n f e r e n c i a  3 . 3 7 1 x 1 0 " ^  - 1 . 0 8 3 x 1 0 " ^  5 . 9 3 8 x 1 0 ” ^
Corona c i r c u l a r  3 . 3 7 1 x 1 0   ^ - 1 . 0 8 3 x 1 0   ^ 5 . 9 3 8 x 1 0  *
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Ci rcun f e r e n c i  a 
S u p e r f .  C i l i n d .
3 . 871x10 ' - 1 . 0 8 2 x 1 0 - 2
3 . 8 7 1 x 1 0 - 2 - 1 . 0 8 2 x 1 0
5 . 940x10
5 . 938x10 -4
2)  En puntos muy prôximos a l as  g eomet r î as  l as  d 1 f e r e n c i a s  para 1 os 
campes pueden s e r  a p r e c i a b l é s  i n c l u s e  con v a l e r e s  de DR y 02 pe-  
queRos;  para p / a  = 0 . 9 9  y l as  r e s t a n t e s  magni tudes i g u a l e s  a l as  
del  a p a r t a d o  a n t e r i o r  se t i e n e  1
Ci r c u n f e r e n c i  a 
Corona C i r c u l a r
Ci r c u n f e r e n c i  a 
S u p e r f .  C i l i n d .
6 . 3 6 5 x 1 0
6 . 3 6 4 x 1 0
6 . 3 6 5 x 1 0
6 . 3 6 5 x 1 0
- 2
- 2
- 2
- 2
- 4 . 7 5 5 x 1 0
- 4 . 5 3 2 x 1 0 -1
5 .026x10  
5 . 216x10
-1
-1
- 4 . 7 5 5 x 1 0 -1
5 . 2 9 5 x 1 0
5 . 025x10  
4 . 044x10
-1
1
3) En puntos del  e j e  o p a r a x i a l e s ,  l a  apr ox i mac i ôn  es en general  bue 
na y so l o  para v a l o r e s  DR y DZ r e l a t i v a m e n t e  gr andes ,  l es r é s u l t a  
dos d i f i e r e n .  A s î ,  en l a  zona mâs c r î t i c a  - z  pequenos-  l a  separa-  
clôn empi eza a s e r  a p r e c i a b l e  para  DR y DZ del  orden de a / 10 .  Ha-  
c i endo DR/a = DZ/a = 0 . 1  en e l  punto p / a  = 0 . 1 ,  z / a ' 0 . 1  l es  v a l o ­
res son
Ci r c u n f e r e n c i  a 
Corona C i r c u l a r
Ci r c u n f e r e n c i  a 
S u p e r f .  C i l i n d .
3 . 1 34x10  
3 . 1 34x10
1
-1
3 . 1 3 3 x 1 0  
3 . 1 2 8 x 1 0
-1
- 1
- 1 . 5 1 7 x 1 0
- 1 . 5 2 1 x 1 0
- 1 . 5 1 7 x 1 0  
- 1 . 4 9 6 x 1 0
3. 164x10
3 . 172x10
-2
3 . 164x10  
3 . 115x10
- 2
- 2
39
CAPITULO I I
I I . 1 . -  PROPIEDADES OPTICAS PE LAS LENTES ELECTROSTATI CAS.
Poco t i empo despues del  d e s c ub r i mi e nt o  del  e l e c t r o n  y de 
o t r a s  p a r t i c u l e s  cargadas comienza a d é s a r r o i  1 a rse  una nueva rama de 
l a  F i s i c a :  l a  Op t i c a  E l e c t r ô n i c a .  Se h i c i e r o n  d i v e r s e s  e s t u d i o s  en el  
campo t eor , i co en un i n t e n t o  de l l e g a r  a comprender  l as  p r opi edàdes  de
I d s  rayos ca t o d i c o s  y s u  p o s i b l e  a f i n i d a d  con 1 os rayos l uni i no$os.  Se 
e n c u e n t r a ,  s i n  embargo,  una d i f e r e n c i a  fundamental  y a que se observe  
que 1 os rayos c a t o d i c os  son desv i ados por 1 os campos e 1 ec t r oma gn e t i c o s ;  
p o s t e r i o r m e n te se v i ô  que e s t e  fenômeno puede c o n s i d e r a r s e  como una -  
propi edad ô p t i c a .  En el  campo p r S c t i c o  el  d é s a r r o i l o  comenzô en 1 os - 
aRos v e i n t e ;  Busch es e l  p r i mer o  en u t i l i z e r  el  t é r mi n o  " l e n t e  e l e c ­
t r ô n i c a "  para su d i s p o s i t i v e  de enfoque de t i p o  ma g n é t i c o ,  y Davisson  
y C a l v i c k  son 1 os p i oner os  de l as  l e n t e s  e l e c t r o s t â t i c a s  ; a p a r t i r  de 
entonces 1 os avances han s i do  cons t ant es  y hoy d i a  podemos c o n t a r  con 
i ns t r ument es  tan s o f i s t i c a d o s  como 1 os tubos de imagen o e l  mi c r o s c o ­
p i c  e l e c t r ô n f c o .
El o b j e t i v o  de l a  Op t i c a  E l e c t r ô n i c a  es e s t u d i a r  l as  l eyes  
que gobi er nan el  comportamien to de l as p a r t î c u l a s  cargadas ba j o  l a  a£  
ciôn de un sistenia de e n f o que ,  desde que par t en  del  pi ano o b j e t o  has-  
ta que sa l en  de la  l e n t e  dando l u g a r  a la f ormaci ôn de una imagen,  
r ea l  o v i r t u a l ,  en e l  p i ano imagen.  E x i s t e n  dos métodos para  r e a l i z a r  
dicho e s t u d i o .  En e l  p r i mer o  se d e f i n e  un i n d i c e  de r e f r a c c i ô n  - p o r
40.
a n a l o g ! a  con 1 os rayos l umi nosos -  de t a  1 forma que l a  t r a y e c t o r î a  de 
l a  p a r t i c u l a  cumpla l as  l eyes  de l a  r e f r a c c i ô n ;  una vez que se ha de-  
t e r mi nado  es t e  pueden t a b u l a r s e  l as  p r opi edades  de l as  l e n t e s  a p a r ­
t i r  de sus c o r r e s p o n d i e n t e s  model os ô p t i c o s ;  es t e  método fue d e s a r r o -  
11 ado por  de B r o g l i e  con una e l e g a n t e  formul  a c i o n ,i de B r o g l i e  ( 1 9 5 0 ) ,  
que muest ra  l a  p o t e n c i a  del  mismo. A e f e c t o s  p r a c t i c e s ,  s in embargo,  
es mucho mâs u t i l i z a d o  el  método de t r a y e c t o r i a s  basado en e l  f o r ma ­
l i sme c l â s i c o  de l as  l e y e s  de l a  Mecânica y e l  E l e l t r o m a g n e t i s m o , 
C o s s l e t t  ( 1 9 4 6 ) ;  e l  hecho de que se p r e f i e r a  es t e  método,  s i endo  me-  
nos p o t e n t e  que e l  a n t e r i o r ,  se debe a que r e l a c i o n a  mâs d i r e c t a m e n t e  
l as  pr opi edades  ô p t i c a s  con 1 os aspectos de d i seno de 1 d i s p o s i t i v o  ex^  
p e r i m e n t a l .  Este sera  pues el  que nosost r os  emplearemos en n ue s t r o  es 
t ü d i o .
El esquema de un p o s i b l é  d i s p o s i t i v o  de enfoque e l e c t r o s t â ­
t i  co se r e p r é s e n t a  en l a  F i g u r a  I I . 1.  Un canon de e l e c t r o n e s  compues-  
to por  un câtodo C y una r e j i l l a  a c e l e r a d o r a  A,  s u m i n i s t r a  un haz .  La 
v e l o c i d a d  al  pasar  por  A v i ene  i mpuesta por  l a  c ons e r v a c i ô n  de l a  ener  
gî a  y ,  s i  suponemos d e s p r e c i a b l e  l a  v e l o c i d a d  con que son e m i t i d o s  1 os 
e l e c t r o n e s ,  e s t a  sera  ( p o t e n c i a l e s  no r e l a t i v i s t a s )
Vj = (2 ( I I - l )
El haz i l u mi n a  al  o b j e t o  D j ,  pasa a t r a v é s  de l a  l e n t e  L y f i n a l  mente 
produce una imagen en Dg. El  campo queda p r â c t i c a m e n t e  co n f i n a d o  e n t r e  
H y H'  ( r e a l m e n t e  l a  p e n e t r a c i ô n  ser a  de una o dos veces el  d i â me t r o  
de l a  a b e r t u r a  de 1 os e l e c t r o d o s  e x t e r i o r e s )  y en e l  r e s t o  de l a  r e ­
gi on e l  p o t e n c i a !  es c ons t a nt e  e i g u a l  a V j .
4 1
H H'
F i g u r a  I I . l .  Eaquema de un de en/Joque e.ct^oàtd.t-C-
c o . C Cdtodo ^miàofL de e f e e t ^ o n e a ,  A k z j X , t t a  aceCe  
fiadoKa;  Pj  ptano o b j e t o ;  L f e n t e ,  Pg piano tmagen  
I p a n t a t i a  ^luoAe.6cente) .
A l o  l a r g o  de e s t e  c a p i t u l e  se va a r e a l i z a r  un e s t u d i o  de -  
1 os p r i n c i p a l e s  aspect os  t e ô r i c o s  r e l a t i v o s  a l as  pr opi edades  de e n f o ­
que y a b e r r a c i o n e s  d e n t r o  de l a  Opt i c a  E l e c t r ô n i c a .  Dado que e x i s t e  
una abundante b i b l i o g r a f î a  sobre el  t ema,  G r i v e t  ( 1 9 7 2 ) ,  S e p t i e r  ( 1 9 6 7 ) ,  
H a r t i n g  y Read ( 1 9 7 6 ) ,  hemos procur ado r e s t r i n g i r n o s  sô l o  a a q u e l l o s  -  
puntos que nos parecen mâs i mpo r t a n t e s  a l a  hora de hacer  c o mp r ens i b l es  
1 os r e s u l t a d o s  y d i s c u s i o n e s  que,  sobre 1 os s i s t emas  en e s t u d i o ,  p r e -  
sentaremos en 1 os c a p i t u l e s  s i g u i e n t e s .
42 .
1 1 . 1 . 1 .  -  Ap r ox i mac i ôn  Ga u s s i a na .  Elementos C a r d i n a l e s .
En l es  t r a b a j o s  e x p é r i m e n t a l e s  que u t i l i z a n  l e n t e s  e l e c t r o s  
t â t i c a s ,  se n e c e s i t a  f r e c u e n t e m e n t e  l a  obt enc i ôn  de imâgenes de gran  
n i t i d e z  y d e s p r o v i s t a s  en l o  p o s i b l e  de d i s  t o r s i ones ; e l l o  o b l i g a  a 
que s ô l o  se u t i l i c e  l a  p a r t e  del  haz e l e c t r ô n i c o  mâs proxi mo al  e j e  - 
de l a  l e n t e .  En e s t a  r eg i ôn  se pueden d e s p r e c i a r  1 os t e r m i n e s  en p y 
dp/ dz  de orden mayor que l a  uni dad en l as  ecuaci ones de l as  t r a y e c t o ­
r i a s ,  con l o  que el  e s t u d i o  de l as  mismas se va a s i m p l i f i c a r  n o t a b l y  
mente.  El  a n â l i s i s  de l as  c a r a c t e r T t i c a s  de l a  l e n t e  para l a  aproxima^ 
c i ôn de p r i m e r  orden se conoce como O p t i c a  Gaussiana y l a  r e g i ô n  en -  
l a  que e s t a  es a p l i c a b l e  r e c i b e  e l  nombre de zona p a r a x i a l .
Anal icemos l a  e c uac i ôn  p a r a x i a l  de 1 os rayos para  una l e n t e
con s i m e t r i a  r o t a c i o n a l .  En e s t e  t i p o  de c o n f i g u r a c i ô n  e l e c t r o s t â t i c a , 
el  p o t e n c i a l  en un punto c u a l q u i e r a  puede obt ener se  a p a r t i r  del  po-  
t e n c i a l  a x i a l ,  V ( z ) ,  y sus d e r i v a d a s  mediante el  s i g u i e n t e  d é s a r r o i l o
en s e r i e  ( e . g .  01 sen e t  a l . ,  1966)
+ ( p , z )  = i: ( - 1 ) "  v ( 2 n )  p Z n / ( n ! 2 " ) Z  { I I . 2)
n = 0
s i endo
v ( 2 " )  =: v ( z )  ( I I . 3)
d z ' "
AsT,  para  l a  apr ox i mac i ôn  Gaussi ana  el  p o t e n c i a l  y l as  componentes del  
campo e l é c t r i c o  serân
43.
+ ( p , z )  = V - ^ 4  V"
E p ( p , z )  = I  V" ( I I . 4)
[ ^ ( p . z )  = -  V ’
en donde hemos u t i l i z a d o  l as  pr imas para  denot ar  l as d e r i v a d a s  del  po 
t e n c i a l  en e l  e j e  r e s p e c t e  de l a  v a r i a b l e  z . La ob t e n c i ô n  de d i ch o  po 
t e n c i a l  y sus de r i v a da s  por  e l  método de Densidades de Carga ( y  en ge 
n e r a l  por  o t r o s  mét odos) ,  supone un t i empo de c a l c u l e  mucho me| or  que
si  se hace para  puntos no a x i a l e s ;  e l l o  es debi do a que en e s t e  caso
l as ecuac i ones  a u t i l i z a r  son del  t i p o  ( 1 . 3 3 ) ,  ( 1 . 4 1 )  e t c ,  que son e^  
pr e s i on e s  muy s i mpl es .  Es é v i d e n t e  pues el  i n t e r é s  que t i e n e  para  no-  
so t r os  i n t r o d u c i r  l a  apr ox i mac i ôn  Gaussi ana en 1 os c a l c u l e s .
De acuerdo con ( I I . 4)  l a  ecuac i ôn  de movi mi ent o en l a  d i r e c  
ciôn r a d i a l  se ex pr e s a r â  en l a  forma
F = -  S f  V" .  m ^  ( I I . 5)
0  2  ^
m es l a  ma s a de 1 e l e c t r o n  y - e s u  c a r g a .  Para el  movi mi ent o en l a  d i - 
r e c c i ôn  a x i a l  podemos o b t e n e r  una ecuac i ôn  d i f e r e n c i a l  de p r i m e r  orden  
i mponi endûl a  conser vac i ôn  do l a  e n e r g f a
1  = e V ( I I . 6 )
donde se ha despr ec i ado  l a  e n e r g î a  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  componente ra  ^
d i a l  de l a  v e l o c i d a d ;  és t o  es r a z o n a b l e  t eni endo en cuent a  que l a  t r ^  
y e c t o r i a  va a formar  siempre ângul os muy pequenos con e l  e j e  y por  e l l o  
di cha  componente va a ser  mucho menor que d z / d t .  E l i mi n a n d o  el  t i empo
44 .
e n t r e  l as  dos ecuac i ones  a n t e r i o r e s  r é s u l t a
y l / Z  ^  ( ( V ) l / 2  1  V" ( I I .  7)
0  bi en
^  ^ W  9 - 0  ' ( I I  . 8 )
que es l a  ecuac i ôn  para una t r a y e c t o r i a  g a us s i a n a .  Est a  e c u ac i ô n  r é ­
s u l t a  a veces poco u t i l  debi do a l a  p r e s e n c i a  del  l é r mi  no en V" ,  ya 
que s i  se ha de t er mi nado  V por  a lgûn método a pr ox i mado ,  V" se o b t e n -  
d r i a  en g e ne r a l  por  d i f e r e n c i a c i ô n  numér ica ( s i  b i en  ê s t e  no s é r i a  
n ue s t r o  caso)  y puede i r  a f e c t a d a  de un gran e r r o r ;  por  e l l o  se s ue l e  
t r a n s f o r m e r  ( I I . 8 ) medi ant e  el  cambio
R. = p V ( I I . 9)
La curva R( z )  se denomina rayo r e d u c i d o ; l a  ecuac i ôn  ( I I . 8 ) queda aho 
ra en l a  forma
^  + -rg- R = 0 ( 1 1 . 1 0 )
dz^
que c o n s t i t u y e  l a  ecuac i ôn  r educ i da  o e c u a c i ô n de P i c h t  de l a  t r a y e c ­
t o r i a  .
Notemos que ( I I . 8 ) y ( 1 1 . 1 0 )  son ecuac i ones  l i n e a l  es y por  
t a n t o ,  conoci das dos s o l u c i o n e s  p a r t i c u l a r c s  i n d e p e n d i e n t e s ,
= X ( z )  y rg = Y ( z ) ,  podemos o b t e n e r  c u a l q u i e r  t r a y e c t o r i a  medi a£  
te l a  adecuada coni binaciôn l i n e a l  de e s t a s ,  es d e c i r
r = X X ( z )  + p Y ( z )  ( 1 1 . 1 1 )
s i endo x y p c o n s t a n t e s .
/I s
Aunque en p r i n c i p i o  y pueden ser  dos t r a y e c t o r i a s  a r -  
b i t r a r i a s ,  en Op t i c a  E l e c t r ô n i c a  sue l en  u t i l i z a r s e  dos rayos t i p i  cos:  
X ( z )  c o r t a  al  e j e  en z = z^ ( p i a n o  o b j e t o ) ,  formando 45" con aquel  , 
és t o  es ( ^ y ^ 2 - z  ~ Y ( z )  pasa por  el  p i ano o b j e t o  a una d i s t a n c i a  -
uni dad del  e j e  y c o r t a  al  tnismo en el  p i ano c e n t r a l  de l a  l e n t e .  De
( 1 1 . 1 1 ) podemos c o n c l u i r  que a cada punto o b j e t o  s i t u a d o  en el  p i ano  
z = Zg l e  cor responde un punto imagen s i t u a d o  en el  pi ano p e r p e n d i c u ­
l a r  al  e j e  y que pasa por  e l  punto z ^ , t a l  que X ( z i )  = 0;  l a  imagen -
r é u n i r a  pues dos c u a l i d a d e s  i m p o r t a n t e s :  f i d e l i d a d ,  es d e c i r  sera  s i ­
m i l a r  a l  o b j e t o ,  y n i t i d e z .
Vamos a d e t e r m i n a r  una r e l a c i ô n  e n t r e  X ( z )  e Y ( z )  que nece-  
s i t a r e mo s  p o s t e r i o r m e n t e  par a  d e t e r m i n a r  el  c o e f i c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  
e s f é r i c a .  Tanto X ( z )  como Y ( z )  v e r i f i c a n  l a  ecuac i ôn  ( I I . 7 ) ;  se puede 
e l i m i n a r  e l  t é r mi no  en V" m u l t i p l i c a n d e  l as  ecuac i ones  por  Y ( z )  y X ( z )  
r e s p e c t i v a me n t e  y r e s t â n d o l a s ,  queda ent onces
{ v l / 2  (Y ^  - X ^ )  } = 0 ( 1 1 . 1 2 )
i n t egr ando
en donde e l  s u b î n d i c e  o se r e f i e r e  al  punto o b j e t o  en e s t u d i o .  Tenier^ 
do en cuent a  l as  c a r a c t e r f s t i c a s  de X ( z )  e Y ( z )  r é s u l t a  f i n a l m e n t e  l a  
r e l a c i ô n
Resumiendo l o  expues t o  podemos c o n c l u i r  que ,  conoci da l a  
d i s t r i b u e i ô n  del  p o t e n c i a l  y sus d e r i v a d a s  en e l  e j e  de l a  l e n t e  es -
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p o s i b l e  d e t e r m i n a r  c u a l q u i e r  t r a y e c t o r i a  de una p a r t i c u l e  cargaca en 
l a  r e g i ô n  p a r a x i a l ;  s i n  embargo,  al  i g u a l  que se hace en O p t i c a  Geonie 
t r i c a ,  e l  e s t u d i o  de e s t a  zona puede r e d u c i r s e  a l a  d é f i n i c i ô n  ce una 
s e r i e  de par amèt r es  que c a r a c t e r i z a n  compl etament e e l  compor tani i ento  
de l a  l e n t e  en a q u e l 1 a zona.  En l a  p r S c t i c a  l as  l e n t e s  t e n d r â n  in "e^  
pesor "  b i en  d e f i n i d o ,  en e l  que el  campo a f e c t a  de forma a p r e c i a b l e  a 
l as  t r a y e c t o r i a s ,  pero l a  Op t i c a  E l e c t r ô n i c a  no t r a t a  es t as  s i ne  sus 
a s i n t o t a s .  Al hacer  e l  e s t u d i o  t e ô r i c o  se supone que el  o b j e t o  y l a  -  
imagen se s i t û a n  en r é g i  ones donde el  campo es n u l o ,  por  t a n t o  en l a  
r eg i ôn  de campo a p r e c i a b l e  so l o  podremos t r a t a r  con o b j e t o s  e imâgenes 
v i r t u a i  es; aunque e l l o  suponga en p r i n c i p i o  una r e s t r i c c i ô n  e s t a  no es 
i m p o r t a n t e  porque en l a  mayor i a  de l as  a p l i c a c i o n e s  p r â c t i c a s  ne i n t e  
resan o b j e t o s  e imâgenes r e a l  es i nmersos :en l a  l e n t e .
Supongamos dos rayos p a r a x i a l e s ,  que e n t r a n  en l a  l en t e  pa-  
r a l e l o s  al  e j e  por  ambos l a d o s ,  segûn se muest r a  en l a  F i g u r a  I I . 2 ;  
en e l l a  puede verse  como se o b t i e n e n  1 os e l ement os  c a r d i n a l e s  de una 
l e n t e  g r uesa .
Algunos a u t o r e s  d e f i n e n  l a  d i s t a n c i a  f o c a l  o b j e t i v a  t r a z a n -  
do l a  t a n g e n t e  en 1 os puntos C ô C  de c o r t e  de la t r a y e c t o r i a  con el  
e j e .  N o s o t r o s ,  mi e n t r a s  no se i n d i q u e  l o  c o n t r a r i o ,  nos r e f e r i mos  
si empr e  a l a  d i s t anc i a  f o c a l  a s i n t ô t i c a  o p r o y e c t i v a  d é f i n i d a  por e l  
c o r t e  de la a s î n t o t a .  A medida que l a  l e n t e  se va hac i endo mâs débi l  - 
ambas d i s t a n c i a s  t i e nd e n  a c o i n c i d i r .  Como c r i t e r i o  de s i gno hemos 
adoptado el  s i g u i e n t e :  se toman como or i g e n  1 os puntos p r i n c i p a l s s ,  
l as  d i s t a n c i a s  f o c a l e s  son p o s i t i v a s  si  el  segmente Zp- z^  s i gue  ol  
s e n t i d o  de l a  t r a y e c t o r i a  de l as  p a r t î c u l a s  y n e g a t i v a s  en caso con-
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F i g u r a  I I . 2 .  F . l e . t m n to 6  c . aHd^nat e. 6 d z  a n a  t z n t z  z l z c -  
t K O h t i . t i . z o i .  R zh z t  p i a n o  d z  K z ^ z K z n c . i a  
d z t a  t z n t z  I g z n z K a t m z n t z  z t  p t a n o  m z d i o ) . 
Loh p t a n o h  H y H ’ d z t i m i t a n  t a  K z g i â n  d z  
campo no n u t o . Lah c o o K d z n a d a h  d z  t o h  p t a  
noh p K i n c i p a t z h  Zp^»  ^ P i '  de  t o h  p t a ­
noh i j o c a t z h  z y t a i  c o A ' i c . h p o n d i z n -
t z h  d i h t a n c i a h  ^ o c a t z h  o b j z t o  z i m a g z n  
^ 0 '  ^ i *  C i o n h t i t u y z n  t o h  z t z m e n t o h  c a K d i n a -  
t z h  d z  t a  t z n t z .
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t r a r i o .  En la  F i g ur a  I I . 2 se ha r e p r e s e n t a d o  una t r a y e c t o r i a  que so l o  
c o r t a  al  e j e  una v e z ,  se d i c e  que l a  l e n t e  opér a en el  p r i me r  rango;  
segûn n ue s t r o  c r i t e r i o  de signos sera  f^ > 0 ,  > 0.  Puede o c u r r i r
que haya dos,  t r è s  c o r t e s  y l a  l e n t e  o pe r a r â  en e l  segundo o t e r c e r  -  
rango;  en e l  segundo rango l as  d i s t a n c i a s  f o c a l e s  son n e g a t i v a s .
A p a r t i r  de l as  magni tudes r e p r e s e n t a d a s  en l a  F i g u r a  I I . 2 
se pueden d é f i n i r  o t r a s  de i n t e r é s  t a i e s  como las d i s t a n c i a s  f o c a l e s  
médias F^ = f ^  -  Zp^,  F.  = f . -  Z p . ; e l  aumento l a t e r a l  o m a g n i f i c a -
ci ôn d e f i n i d o  por e l  c o c i e n t e  h . / h ^ ;  e l  aumento a n g u l a r  y = a ^ / a ^  y -
l a  p o t e n c i a  de l a  l e n t e  dada por K = ± l / f f ^  s i gno  mas para
f g / f j  > 0 .  Comparando t r i â n g u l o s  semej ant es  en l a  F i g u r a  I I . 2 puede 
verse  que l a  r e l a c i ô n  de Newton para  l e n t e s  gruesas es v a l i d a  en e l  
caso de o b j e t o s  formados por  rayos p a r a x i a l e s ,  asi  se v e r i f i c a
(P - F^) (Q -  F . )  = f ^  f j  ( 1 1 . 1 5 )
y el  aumento l a t e r a l  puede ob t e n e r s e  como
»• -  f Q  -  F.
H '  p - r r ;  = - r - T f  C '
E n t r e  l as d i s t a n c i a s  f o c a l e s  y l a  e n e r g î a  c i n é t i c a  de l a  
p a r t î c u l a  W^, W^  antes y después de a t r a v e s a r  l a  l e n t e ,  e x i s t e  una re 
l a c i ô n  f u n d a me n t a l ,  ( e . g .  S p t i e r ,  1967)
0 «0 11 + W* /  Z wr
2
s i endo  W l a  e n e r g î a  de l a  p a r t î c u l a  en r e p o s e ,  m^c . Para e l  caso no 
r e l a t i v i s t a  (WL,  << W) l a  e x p r e s i ô n  se reduce a
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p i  = ( ^  , ' / z  ( 1 1 , 1 » )
0 0
Si se t r a t a  de una l e n t e  s i m é t r i c a  y l as  d i s t a n c i a s  f o c a l e s
o b j e t o  e imagen c o i n c i d e n  en e s t e  caso.
Cuando el  o b j e t o  o l a  imagen es t an  inmersos en l a  l e n t e ,  
l as  re l a d  ones que hemos v i s t o  no son v a l i d a s  y si  se qui  e re a n a l i z a r  
l a  f o r ma c i ô n  de imâgenes r e â l e s  es p r é c i s e  r e c u r r i r  a o t r o s  p r o c e d i -  
mi ent os  - v e r  por  e j empl o  G r i v e t  ( 1 9 7 2 ) ,  pâg.  105 y s i g u i e n t e s - .
I I . 1 . 2  . -  D e t e r mi n a c i ô n  Numér i ca de T r a y e c t o r i a s .
La o bt e nc i ô n  de l as  d i s t a n c i a s  f o c a l e s  y de o t r o s  par amèt r es  
de l a  l e n t e ,  e x i g e  el  c a l c u l e  de de t er mi nadas  t r a y e c t o r i a s  medi ant e  
l a  i n t e g r a c i ô n  de l as  ecuac i ones  de movi mi ent o .  En g e n e r a l ,  una p a r t £  
cul  a de car ga  q y masa m que se mueve en un campo e l é c t r i c o  T ( r ) ,  e s ­
t a  somet i da  a una f u e r z a  T = q F ( F ) ;  l a  ecuaci ôn de mov i mi ent o  sera
F ( r )  = m r ( 1 1 . 1 9 )
su j e t a  a l a  c o n d i c i ô n  de c o ns e r v a c i ôn  de l a  e n e r g î a  en todo i n s t a n t e .  
Ya hemos v i s t o  que al  t r a t a r  con t r a y e c t o r i a s  p a r a x i a l e s ,  e s t a  e c u a ­
c i ô n  puede r e d u c i r s e  a o t r a s  mâs s e n c i l l a s  que dependen s o l o  del  po­
t e n c i a l  en el  e j e  y sus d e r i v a d a s .  Sa l vo en el  caso de d i s t r i b u e ! ones 
muy s i m p l e s ,  l a  r e s o l u c i ô n  de e s t a s  ecuac i ones  d i f e r e n c i a l  es no puede 
e f e c t u a r s e  a n a l î t i c a m e n t e  y es p r e c i s o  r e c u r r i r  a l as  t é c n i c a s  de i n ­
t e g r a c i ô n  numér i ca .  E x i s t e n  d i v e r s e s  métodos de i n t e g r a c i ô n  - G é r a l d  
( 1 9 7 3 ) ,  Mi neur  ( 1 9 6 6 ) -  si  b i e n  nosot r os  nos l i m i t a r e m o s  a a n a l i z a r
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los que hemos pues to a punto para n ue s t r o  e s t u d i o .  En l a  e l e c c i ô n  de 
los misinos se ha t e n i d o  en cuent a  l a  s e n c i l l e z  con que p l a n t o a n  l a  re 
sol  uciôn de 1 probl ema y ,  como verenios mâs a d u l a n t e ,  se han p r epar ado  
de forma que para un e r r o r  p r e f i j a d o  c a l c u l e n  l a  t r a y e c t o r i a  en un 
t i empo inînimo.
Método de D i f e r e n c i a s  C e n t r a l e s . -
Por  comodidad a n a l i z a r e mo s  e l  probl ema en una d i me n s i on ;  l a  
ecuac i ôn  ( 1 1 . 1 9 )  puede ponerse enf onces  como
F { X ( t )  } = m V ( t )  ( 1 1 . 2 0 )
s i endo
a ( t )  = * ( t )  = d v ( t ) / d t  ( 1 1 . 2 1 )
/
v ( t )  = %( t )  = d x ( t ) / d t  ( 1 1 . 2 2 )
El c â l c u l o  de l a  p o s i c i ô n  en un i n s t a n t e  se hace por  d e s a r r ^  
l l o  en s e r i e  de p r i me r  orden a p a r t i r  de l a  p o s i c i ô n  a n t e r i o r ,  ha c i e n
do uso de l a  v e l o c i d a d  d é f i n i d a  como una d i f e r e n c i a  c e n t r a l ;  expresan^
do l as  ecuac i ones  ( 1 1.20)  - ( 1 1 . 22)  en forma de d i f e r e n c i a s  f i n i  tas y 
combinando l as  dos u l t i m a s  r é s u l t a
m”  ^ F { x ( t )  1 { v ( t  + â t / 2 )  - v ( t - A t / 2 )  } /  At ( 1 1 . 2 3 )
v ( t + A t / ? )  = a ( t + A t / 2 )  = { x ( t + 6 t )  - x ( t ) l  /  At ( 1 1 . 2 4 )
De l a  ecuac i ôn ( 11 . 23 )  se deduce i nmedi at ament e  que 
v ( t + A t / 2 )  = v ( t - A t / 2 )  + m"^ F t x ( t )  } At ( 1 1 , 2 5 )
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y l l e v a n d o  e s t e  r e s u l t a d o  a ( 1 1 . 2 4 )  queda f i n a l m e n t e  para l a  pos i c i ô n  
en cl  i n s t a n t e  t  + At
x ( t  + At )  = x ( t )  + v ( t  - A t / 2 )  At + F 1 x ( t )  } m  ^ A t^ ( 11 . 26 )
Asî  pues,  f i j a n d o  un i n t e r v a l o  de t iempo At ,  apropiado,  la posic iôn  
en t  = tg y l a  velocidad es t  = t^ - A t / 2 ,  las ecuaciones ( 1 1 . 2 5 )  y
( 1 1 . 2 6 )  def inen los puntos sucesivos de la t r a y e c t o r i a  y la velocidad  
c or r es p on d i e n t e .
Notemos que el  d e s a r r o l l o  ( 1 1 . 2 6 )  es c o r r e c t e  has t a  ?1 t é r ­
mino de 2-  orden ya que
x ( t  - A t / 2 )  = x ( t )  -  x ( t )  A t / 2  + x‘( t )  ( a t / 2 ) 2  /  2 - . . .  ( 11 . 27 )
y por lo tanto
x ( t  + At)  = x ( t )  + x ( t )  At + x ( t )  At^/2  + x ( t )  At^ / 8  + . . .  ( 1 1 . 2 8 )
e l  e r r o r  en cada paso es del  orden de At^ y e l  e r r o r  en todo e l  i n t e £
va l o  del  orden de A t ^ ,  Gé r a l d  ( 1 9 7 3 ) .
Mét odo de l a Fuerza Promedi ada . -
El método de D i f e r e n c i a s  C e n t r a l e s  r é s u l t a  muy s e n c i l l o  en 
su u t i l i z a c i ô n  p r â c t i c a  pero p r é s e n t a  e l  i n c o n v e n i e n t e  de que no dé­
t e r mi na  s i mul t âneament e  l a  v e l o c i d a d  y p o s i c i ô n .  Se supone e x p l f c i t a -  
mente que v ( t  + A t / 2 )  e s ,  de al guna forma,  una v e l o c i d a d  media e n t r e  
v ( t )  y v ( t + A t )  y es t e  v a l o r  promediado se usa para c a l c u l a r  el  d e s p l ^  
zami ent o Ax = x ( t + A t )  -  x ( t ) .  El método de l a  Fuer za Pr omedi ada,  
r r i s o n  e t  a l .  ( 1 9 6 9 ) ,  que vamos a d e s c r i b i r  t ambi én hace uso de v a l o ­
res "promedi ados"  de l as d i f e r e n t e s  magni tudes que i n t e r v i e n e n  en l a
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i n t e g r a c i ô n  pero de t a l  forma que é l i m i n a  la d e s v e n t a j a  ant es  c i t a d a .
Dés a r r o i l e mo s  en s e r i e  de T a y l o r  l a  p o s i c i ô n  x ( t  + AT) en 
t o r no  a x ( t ) ,  se t i e n e
x ( t  + AT) = x ( t )  + v ( t )  AT + a ( t )  AT^ . a ( t )  A T ^ / 6 + . . .  ( 1 1 . 2 9 )
En un probl ema en el  que l a  f u e r z a  sea c o ns t a n t e  todos los
c o e f i c i e n t e s  de A ï "  con n > 2 se a nu l a n .  Podemos t e n e r  tambi én un d e ­
s a r r o l l o  exa c t o  con t r è s  t é r mi nos  d e f i n i e n d o  <F> de forma que
x ( t  + AT) = x ( t )  + v ( t )  AT + <F> ra'^ AT^ / 2  ( 1 1 . 3 0 )
De acuerdo con e s t a  d é f i n i c i ô n  <F> es l a  f u e r z a  media en e l  i n t e r v a l o  
AT. Tendremos entonces
v ( t  + AT) = v ( t )  + <F> m'^ AT ( 1 1 . 3 1 )
x ( t  + AT) = x ( t )  + { v ( t )  + <F> m"^ AT/ 2 1 AT ( 1 1 . 3 2 )
Est as ecuac i ones  son é q u i v a l e n t e s  a ( 1 1 . 2 5 )  y ( 1 1 . 2 6 )  del  - 
método de D i f e r e n c i a s  C e n t r a l e s ,  s i  b i en  en es t e  caso l a  p o s i c i ô n  y -  
v e l o c i d a d  es t â n  c a l c u l a d a s  en el  mismo punto.  En e f e c t o ,  l a  ecuac i ôn
( 1 1 . 2 6 )  puede t r a n s f o r m a r s e  en o t r a  formalaiente i g u a l  a l a  ( 1 1 . 3 2 ) ;  
para e l l o  d é s a r r o i l a mo s  v ( t  -  A t / 2 )  has t a  e l  segundo t é r mi n o  y tenien^ 
do en cuent a  ( 1 1 . 2 0 )  r é s u l t a
x ( t  + At )  = x ( t )  + { v ( t )  + F { x ( t )  } At / 2m } At  ( 1 1 . 3 3 )
Esta  ecuac i ôn  es é q u i v a l e n t e  a ( 1 1 . 3 2 )  aunque <F> y F { x ( t ) }  deben i n -  
t e r p r e t a r s e  de d i f e r e n t e  manera.  Para d e t e r m i n a r  <F> ca l cu l emos pr ime  
ro una " p o s i c i ô n  v i r t u a l "  d e f i n i d a  por  e l  d e s a r r o l l o  de segundo orden
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x * ( t  + AT) = x ( t )  + v ( t )  AT + F { x ( t )  } AT^/Zm ( 1 1 . 3 4 )
Esta  s e r î a  l a  p o s i c i ô n  de l a  p a r t î c u l a  en el  i n s t a n t e  t  + AT si  l a
f u e r z a  per manec i e r a  c ons t a nt e  en e l  i n t e r v a l o  AT. Dé f i n î mes  a p a r t i r  
de e l l a  Av como
AV = { F { x * ( t  + AT) }  + F { x ( t ) }  } / 2  m ( 1 1 . 3 5 )
l o  cual  es e q u i v a l e n t s  a tomar  para  <F> e l  v a l o r
<F> = { F { x * ( t  + AT) }  + F { x ( t ) l  } / 2 I I  . 3 6 )
En resumen,  e l  proceso de i n t e g r a c i ô n  en e l  método de l a  Fuerza Prome^ 
d i ada  r e q u i e r s  en cada paso:
a) C a l c u l a r  una p o s i c i ô n  v i r t u a l  medi ant e  l a  ecuac i ôn  ( 1 1 . 3 4 )
b) D e t e r mi n a r  e l  v a l o r  de l a  f u e r z a  en d i cha  p o s i c i ô n .
c)  E f e c t u a r  un promedio e n t r e  F { x ( t ) }  y F { x * ( t  + A T ) } .
d) U t i l i z a r  e l  v a l o r  de <F> o b t e n i d o  en c)  para h a l l a r
x ( t  + AT) y v ( t  + a T)  de l as  ecuac i ones  ( 1 1 . 3 2 )  y ( 1 1 . 3 1 )
' r e s p e c t i v a m e n t e .
Se t r a t a ,  en d e f i n i t i v e ,  de un método del  t i p o  de los de 
" p r e d i c c i ô n - c o r r e c c i ô n "  que c a l c u l a  en p r i me r  l u g a r  una p o s i c i ô n  v i r ­
t u a l  como p r i mer a  apr ox i mac i ôn  y u t i l i z e  l a  f u e r z a  media <F> para  ob­
t e n e r  l a  p os i c i ô n  y v e l o c i d a d  f i n a l e s .
Anal i cemos el  orden de apr ox i mac i ôn  de e s t e  método.  El des-  
p l a z a mi e n t o  de l a  p a r t î c u l a  al  pasar  a l a  p o s i c i ô n  x * ( t  + aT)  es
AX = * ( t )  aT + X ( t )  aT ^ / 2 y e l  v a l o r  de l a  f u e r z a  en e s t a  p o s i c i ô n  se
puede o b t e n e r  como
5 4  .
F ( x * ( t  + AT)} = F f x ( t ) }  + Ax ( 1 1 . 3 7 )
si endo F^ l a  d e r i v a d a  de l a  f u e r z a  r espec t e  de l a  p o s i c i ô n  en x ( t ) .  
Llevando e s t e  r e s u l t a d o  a ( 1 1 . 3 2 )  queda
x ( t  + AT) = x ( t )  + x ( t )  AT + x ( t )  AT^/2 + F^ m'^ ' x ( t )  AT^/4 +.  . ( I I  . 38)
el  e r r o r  es por  t a n t o  del  orden de AT^, al  igual  que en el  método an­
t e r i o r ,  en cada paso,  y el  e r r o r  en toda l a  t r a y e c t o r i a  del  orden de 
AT^.
Método de Runge -  K u t t a . -
Los métodos d e s c r i t o s  a n t e r i o r m e n t e , u t i l i z a n  el  v a l o r  de 
l as  componentes del  campo e l é c t r i c o  a cada punto para i n t e g r a r  l as  
ecuaci ones y pueden ser  u t i l i z a d o s  para t r a y e c t o r i a s  s i t ua d a s  en cua^  
q u i e r  regi ôn en l a  que l a  d i s t r i b u c i ô n  sea conoc i da ;  en c onc r e t e  nos 
puede i n t e r e s a r  para t r a y e c t o r i a s  no p a r a x i a l e s .  El método que a n a l i ­
zaremos ahora r é s u l t a  p a r t i  cu l a r ment e  adecuado para l a  r e s o l u c i ô n  de 
ecuaci ones  d i f e r e n c i a i e s  de segundo orden sin d e r i v a d a  p r i m e r a ;  a e s ­
te t i p o  per t en ece  l a  ecuac i ôn ( 1 1 . 1 0 )  de 1» t r a y e c t o r i a  p a r a x i a l  de -  
un e l e c t r o n  en un s i s t ema con s i m e i r f a  r o t a c i o n a l .  Se t r a t a  pues de 
r e s o l v e r  una ecuaci ôn de l a  forma
y" + f ( x ) y  = 0 ( 1 1 . 3 9 )
si endo f ( x )  una funci ôn  r e l a c i o n a d a  con l a  d i s t r i b u c i ô n  de campos en 
e l  s i s t ema .  Suponlendo conoci das l as  condi  clones i n i c i a l e s  del  p r o b l e  
ma, y ( x ^ )  = y ^ , y ' ( x Q )  = y ^ ,  es p o s i b l e  obt ener  los puntos suces i vos  
de l a  t r a y e c t o r i a  medi ant e  l a  a p l i c a c i ô n  de l as  s i g u i e n t e s  f ôr mul as  -
g é n é r a l e s  ( e . g .  Lapeyre y L a u d e t ,  1960)
f n  + l  '  + h y ;  + “ qj  ^n j
y ' " + l  "  y ;  +  '  j ^ o  ' " j  1 < ' '  4 ' )
l os  t é r mi nos  yJ^j se o b t i e n e n  co ns i d er an do  en el  i n t e r v a l o  c e r r ad o  
{ x ^ ,  x ^ + ^ l ,  q -  1 v a l o r e s  i n t e r me d i o s  t a i e s  que
l ' ni  + h e ,  B . j  y ” j  0 < i < q ( 1 1 . 4 2 )
s i endo
"ni '  *n + ° l  I»; y “nj = '  f ' n j )  ^nj
( 1 1 . 4 3 )
S o  = S *  S o  = S >  y no = y'n
El v a l o r  de q d é t e r mi n a  el  orden del  método;  y son paramè­
t r e s  que pueden a j u s t a r s e  a p a r t i r  de l as  con d i c i o n e s  de p r e c i s i o n  que 
se impongan en l os c â l c u l o s .  Sea a e l  orden del  t é r mi no  del  d e s a r r o l l o  
de y p + j  que d i f i e r e  del  de T a y l o r  y 6 e l  c o r r e s p o n d i e n t e  en el  desarro^ 
l l o  de yp^. j -  Lapeyr e  y Laudet  ( 1 9 6 0 ) ,  han a n a l i z a d o  ( 1 1 . 4 0 )  y ( 1 1 . 4 1 )  
para  q = 2 en a l gunos casos.  A s î ,  para a = 4 y B - « - l = 3 s e  t i e n e
* 0  ” “ I
,  , ( 1 1 . 4 4 )
Bio -  0 ; Bgg = 3 ; = 3
y l as  e x p r e s i o n e s  que r e s u l t a n  son
f n . l  '  ?n  <1 -  + f n + l ) / * '  + h M  -  h=’ f „ , j / 6 )  ( 1 1 . 4 5 )
+ l  h ( f n  " fn  + l ) / 2  + ^
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con una p r e c i s i o n  de una p a r t e  en 10^.  Si se r e q u i e r e  una p r e c i s i o n  
mayor puede t omar se a = 5,  p = a -  1 " 4 ,  r e s u l t a n d o  entonces
y» + l  = ^  1 - f „  f  / 4 ) / 6  1 +
n+Y n + 2^
+ y l  h t 1 -  f  , / 6  ) ( 1 1 . 4 7 )
" 4
K * 1  -  -y,^ h '  fn + , 1  -  \  +
n+^ n+2
 ^ y '  f 1 -  h S  / 3  ) -  h f „ „  y „ , j / 6  ( 1 1 . 4 8 )
n+^-
con un e r r o r  menor que una p a r t e  en 10^.  En el  p r i me r  caso uni camente  
se n e c e s i t a  conocer  f ( x )  en x^ y x^^^,  en est e  segundo es p r e c i s o  cal
c u l a r  ademas f , = f ( x  + h / 2 ) .  
n + l
E l e c c i ôn  del  Paso de I n t e g r a c i ô n . -
En e l  c â l c u l o  p r â c t i co de t r a y e c t o r i a s  hay que imponer  un - 
v a l o r  para el  de spl az ami ent o  en cada paso de l a  i n t e g r a c i ô n .  Es c l a r o  
que convi ene o p t i m i z a r  es t a  e l e c c i ô n  a f i n  de r e a l i z a r  los c â l c u l o s  - 
en un t i empo mînimo y conservando l a  mayor p r e c i s i ô n  p o s i b l e  - v e r  por  
e j empl o S e p t i e r  ( 1 9 6 7 ) ,  pâg.  82 y s i g u i e n t e s - .  Nosot ros hemos e l e g i d o  
un c r i t e r i o  ûni co que se api  i ca  a c u a l q u i e r a  de los métodos de i n t e ­
g r ac i ôn  e s t u d i a d ô s .  Supongamos que se t i e n e  una t r a y e c t o r i a  de l a  for^ 
ma
y ^ . ,  ' y *  + y ;  h + Ah? + Bh^ ( n . 4 9 )
y ; . ,  -  y ;  + Dh + El, 2  ( 1 1 . 5 0 )
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s i endo los r e s t a n t e s  t é r mi nos  de los d é s a r r o i l o s  d e s p r e c i a b l e s . Cal cu  
lemos los numéros
Cl  = 1 A/ B/ m I
( 1 1 . 5 1 )
02 = I D/C/m I
y hagamos e l  i n t e r v a l o  h i g u a l  al  mînimo de est os  dos numéros;  e l l o  -
impi  i c a  que el  t é r mi no  en h^ de ( 1 1 . 4 9 )  es por l o  menos m veces i n f e -
2
r i o r  a l  t é r mi n o  en h y l o  mismo sucede en el  d e s a r r o l l o  de
I I . 2 . -  DEFECTOS EN LENTES.
Hasta  ahora hemos co ns i d er ad o  ûni camente l a  for mac i ôn de 
imâgenes de haces monoener gét i cos  medi ant e  l a  t e o r i a  Gauss i ana .  En l a  
p r â c t i c a ,  s i  se a n a l i z a  con d e t a l l e  l a  imagen se e n c ue n t r a  que no es
exact ament e  l a  es p e r a d a ,  es d e c i r ,  a un punto o b j e t o  no l e  c o r r e s p o n ­
de un punto imagen s i no  una pequeha mancha que es provocada por  los - 
d e f e c t o s  i n h e r e n t e s  al  s i s t ema  de en f o qu e .  Estos de f e c t os  o a b e r r a c \ o  
nés t i e n e n ,  en su mayor p a r t e ,  un o r i g e n  s i m i l a r  a los que p r esent an  
l os  s i s t emas  ô p t i c o s  de l u z .  A s î ,  f 1uc t uac i ones  en los p o t e n c i a l e s  de 
a c e l e r a c i ô n ,  l a  e x t r a c c i ô n  de p a r t î c u l a s  de r é g i  ones no e q u i p o t e n c i a -  
l e s ,  e t c . ,  van a pr ovocar  una a b e r r a c i ô n  c r o m â t i c a . Cuando se u t i l i z a  
una apr ox i mac i ôn mâs e xac t a  - i n c l u y e n d o  los t é r mi nos  en p^-  se encuen 
t  ra que l as  abe r r a c i o n e s  q e o mé t r i c a s  d e t e r i o r a n  l a  c a l i d a d  y f i d e l i ­
dad de l a  imagen g a uss i an a .  Por o t r a  p a r t e  l a  c o n s t r u c c i ô n  y e l  a l i n é a
mi ent o del  s is t ema no son p e r f e c t o s  y por  lo t a n t o  se p r e s e n t a n  abe­
r r a c i o n e s  de t i p o  niecânico.  En casos en los que se t r a b a j a  con p o t e n -
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ci  a l es  muy e l evados  (~ 100 kV) l as  d i s c r e p a n c i e s  e n t r e  1 os r e s u l t a d o s  
c o r r e c t o s  y los obt en i dos  u t i l i z a n d o  la  apr ox i maci ôn no r e l a t i v i s t a  - 
pueden i n t e r p r e t a r s e  como una a b e r r a c i ô n  r e l a t i v i s t a . Cuando e l  haz - 
es i n t e n s o  aparecen l os  e f e c t o s  de r e p u l s i o n  culombi  an a y podemos ha-  
b l a r  de una a b e r r a c i ô n  de car ga  e s p a c i a l . Estos dos û l t i mo s  t i p o s  
-que no t i e n e n  e q u i V a l e n c i a  en l a  Opt i c a  C l â s i c a -  quodan f u e r a  de 
n ue s t r o  campo y no los c o ns i d e r a r e mo s .
I I . 2 . 1 . -  Abe r r a c i on e s  de T e r c e r  Orden
La apr ox i mac i ôn  gauss i ana  de j a  de ser  v a l i d a  a medida que - 
l as  t r a y e c t o r i a s  van formando ângul os mayores con e l  e j e  de r o t a c i ô n ;  
en l a  zona i n me d i a t a  a l a  de Gauss,  denominada ârea de S e i d e l ,  hay 
que i n c l u i r  l os  t é r mi nos  de t e r c e r  orden para o b t e n e r  l os  v a l o r e s  de 
l as  magni t udes con una p r e c i s i ô n  a c e p t a b l e .  De acuerdo con ( I I . 2)  el  
p o t e n c i a l  y el  campo en e s t a  zona serân
2 4
« * ( p , z )  = V -  ^  V" + V
Ep ( p , z )  = 1  V" - ( 1 1 . 5 2 )
2
( p . z )  = -  V '  + ^  V
Al i n t r o d u c i r  est os  v a l o r e s  en las ecuac i ones  de l as  t r a y e £  
t o r i a s  se t i e n e  que para un punto o b j e t o  dado,  E ^ x ^ . y ^ ) ,  el  punto im^  
gen no se e ncuent r a  s i t u a d o  en I ( x ^ , y ^ )  que c o r r e s p o n d e r î a  a l a  t r a y e £  
t o r i a  gauss i ana  s i no  que se e n c u e n t r a  despl azada en e l  punto I ' ( x j , y ! )  
Sea N ( X j , y j )  e l  punto por  el  que e l  rayo pasa a t r a v é s  del  d i a f r a gma  
D que l i m i t a  l a  e x t e n s i o n  del  haz ;  e l  v e c t o r  T l ' ( ç , n )  que c a r a c t e r i z a
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l a  a b e r r a c i ô n  es entonces f u n c i ô n  de 1 punto o b j e t o  y de N 
ç = xj  -  X .  = f ( x „ ,  y „ ,  X j .  yy)
( 1 1 . 5 3 )
n = y -  -  y ,  = 9 ( X g .  y „ ,  X j .  y j )
si  d é s a r r o i l a mo s  en s e r i e  has t a  t e r c e r  orden t en i e n d o  en cuent a  que -
una r o t a c i ô n  de 180°  cambia los si gnos de , y ^ , x ^ , y ^ , y por  t a n t o
los t é r mi nos  pares deben a n u l a r s e ,  queda una e x p r e s i ô n  que c o n t i e n e  -  
v e i n t e  c o e f i c i e n t e s  para ç y o t r o s  t a n t o s  para n ( v e r  por  e j e mp l o  Gri^ 
ve t  1 9 7 2 ) .
Hagamos los cambios de v a r i a b l e
u = Xo + j  y^ = g e-^®
I V ■= Xd + j  Yd = P ( I I  . 54 )
w = c + j n
en donde w va a ser  f u n c i ô n  de u,  v y de sus conj ugados F  = x^ -  j  y ^ , 
V = xd -  j  Y d . Teni endo en cuent a  l a  s i m e t r i a  de r o t a c i ô n  y e l  t e o r e -  
Ina de Ma l us - Dup i n  que e s t a b l e c e  que todos los rayos son nor mal es  a l as  
s u p e r f i c i e s  de onda,  se l l e g a  a que el  numéro t o t a l  de c o e f i c i e n t e s  -
para e s t e  t i p o  de s i s  temas se reduce a c i n c o ,  es t o  es
w = A v ^ v + B u ^ v + C u ï ï v + D v ( ï ï v + 2 y V ) + F u ^ ï ï  ( 1 1 . 5 5 )
Si todos los sumando de ( 1 1 . 5 5 )  son del  mismo orden r é s u l t a  muy d i f i -
c i l  a n a l i z a r  l a  forma de l a  f i g u r a  de a b e r r a c i ô n ;  s i n  embargo es pos£  
bl e  i ma g i na r  condi c i ones  e x p é r i m e n t a l e s  i d é a l e s  en l as  que s ô l o a l g u n o s  
de los t ér mi nos sean s i g n i f i c a t i v o s .  Veamos cada una de es t as  c o n d i c i o ­
nes :
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Abe r r a c i o n e s  pr oduc i das  por  l a  ab e r t u r a .
Supongamos que el  o b j e t o  se e n c ue n t r a  muy proxi mo al  e j e  e 
i l u m i n a  t o t a l m e n t e  el  d i a f r a g m a ;  para s i m p l i f i c a r  haremos o = 0.
a) Aber r a c i ô n  e s f é r i c a . -  Cuando el  punto o b j e t o  se encuen­
t r a  en e l  e j e  se t i e n e  u = 0 y l a  ecuac i ôn  ( 1 1 . 5 4 )  se reduce a
w = A p3 ( I I  . 5 6 )
En e s t e  caso es s e n c i l l o  a n a l i z a r  l a  f i g u r a  de a b e r r a c i ô n .  Si  
mos un p i n c e l  de rayos que p a r t e  de 0 y ocupa una c i r c u n f e r e n c
magma  
a de -
r a d i o  p en e l  d i a f r a gma  e l  ângul o <j> habrâ v a r i a d o  e n t r e  0 y 2n;  e l l o  
impi  i c a  que e l  punto I '  se mueve en una c i r c u n f e r e n c i a  de c e n t r o  I y
3
r a d i o  A p ; si  consi deramos l a  t o t a l i d a d  del  d i a f r a gma  con un r a d i o  R 
l a  f i g u r a  de a b e r r a c i ô n  ser a  pues un c i r c u l e  de r a d i o  A R^. La cons­
t a n t e  A se denomina c o e f i c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a .
Este d e f e c t o  es pr oduc i do  por  l os  campos que son s i empr e mâs 
i n t e n s o s  cer ca  de l os  e l e c t r o d o s  l o  que o b l i g a  a los rayos ma r g i n a l e s  
a c o r t a r  al  e j e  antes que los p a r a x i a i e s ,  dando l u g a r  a que l a  imagen 
de un punto se d i f u mi n e  en un d i s c o .  Un a n â l i s i s  p o s t e r i o r ,  S t u r r o k  
( 1 9 5 5 ) ,  muest ra que el  p i n c e l  pasa por  un p i ano en e l  que su r a d i o  es 
mînimo e i g u a l  a A R ^ / 4 ;  el  d i sco  de a b e r r a c i ô n  en e s t e  piano se l l a ­
ma c T r c ul o de mâxima n i t i d e z .
b ) Çqm£. - Supongamos ahora que l a  a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  es de£
p r e c i a b l e  para un par  de pi anos conj ugados , z. j .  Si  e l  o b j e t o  e s t a
2 3s u f i c i e n t e m e n t e  prôximo al  e j e  de forma que l os  t é r mi no s  en u y u 
sean d e s p r e c i a b l e s , l a  a b e r r a c i ô n  queda en l a  forma
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w = D p2 g + 2 ) ( 1 1 . 5 7 )
Para un p i n c e l  que pase con un r a d i o  p por el  d i a f r a g m a ,  l a  f i g u r a  de
2
a b e r r a c i ô n  es una c i n c u n f e r e n c i a  de r a d i o  D p  B ce n t r a d a  en un punto  
2que d i s t a  2D p B del  punto imagen gauss i ano;  es t a  c i r c u n f e r e n c i a  es 
b a r r i d a  dos veces al  v a r i a r  *  e n t r e  0 y 2?r. La imagen de 0 que r é s u l ­
t a  al  b a r r e r  todo el  d i a f r a gma  es una f i g u r a  que r ecuer da  l a  forma de 
un cometa (de ahî  el  nombre de e s t a  a b e r r a c i ô n )  s i endo l as  envol  ventes  
de l as  c i r c u n f e r e n c i a s  dos r e c t a s  que forman 60°  e n t r e  s i ;  es t a  imagen
se e nc ue n t r a  en e l  pi ano z . .  La c o ns t a n t e  D que c a r a c t e r i z a  l a  
c i ôn  se l l ama c o e f i c i e n t e  de coma.
ab e r r a
En los s i st emas ô p t i c o s  de l u z  es p o s i b l e  o bs e r v a r  coma pu­
re si  se ha c o r r e g i d o  t o t a l m e n t e  l a  a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a ;  en los s i s t e  
mas e l e c t r o s t â t i c o s  no se puede e l i m i n a r  nunca es t a  u l t i m a ,  s i endo en 
ge ne r a l  b a s t a n t e  mâs s i g n i f i c a t i v a  que el  coma.
A be r r a c i o ne s  de campo.
Estas a b e r r a c i o n e s  son pr oduci das  por  o b j e t o s  que se encuen 
t r a n  a l e j a d o s  del  e j e  pero l a  a b e r t u r a  del  d i a f r agma es l o  s u f i c i e n t e
mente pequeha como para que todos los términos de v con exponente  ma­
y o r  que l a  uni dad sean d e s p r e c i a b l e s . Trabajamos pues con un p i n c e l  - 
i n f i n i t e s i m a l  y l a  ecuac i ôn ( 1 1 . 5 5 )  queda r educi da a
w = B B^ p e " j *  + C B^ P e' '^*’ + F 6^ ( 1 1 . 5 8 )
a) D i s t o r s i ô n . -  El u l t i m o  t é r mi no  de ( 1 1 . 5 8 )  es i nd e p e nd i e ^  
te de l a  pos i c i ô n  del  rayo al  pasar  por  el  d i a f r agma y por  t a n t o  no
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produce una mancha en e l  p i ano imagen s i no un de s p l a z a mi e n t o  de la  
imagen que dependerâ de l a  magni tud y e l  signo del  c o e f i c i e n te de dis  
t o r s i on F . Este r e s u l t a d o  muest r a  l a  i ncapac i dad  del  s i s t ema para ma£ 
t e n e r  cons t ant e  el  aumento l a t e r a l .
b) A s t i gmat isme y Cur v a t u r a  de ima g e n . -  Si  suponemos i m p l i -  
c i t a  l a  t r a s l a c i ô n  de l a  imagen debi da a l a  d i s t o r s i o n  e l  t é r mi n o  r e £  
t a n t e  que c a r a c t e r i z a  l a  a b e r r a c i ô n  serâ
w = p (B e ' j *  + C e^* )  ( 1 1 . 5 9 )
Un p i n c e l  de rayos que pase a t r avés  del  d i a f r a gma  con un -
I 2
r a d i o  p d e s c r i b i r â  en e l  p i ano imagen una e l i p s e  de e j e  mayor 2 g ' p 
(B + C) y e j e  menor 2g^ p(B - C) y s i  se i l u mi n a  todo el  d i a f r agma  l a  
imagen r é s u l t a n t e  ser a  e l i p t i c a ,  except o  en dos pi anos -donde se en-  
cuent r an  los c e n t r e s  de c u r v a t u r a  de l a  s u p e r f i c i e  de onda-  que dégé­
néra en dos segmentes de r e c t a ;  es t as  dos imâgenes se denominan i mage­
nes a s t i g m â t i c a s  y puede demost r a r s e  ( v e r  por e j empl o  J.  Casas,  
Op t i c a )  que l a  d i s t a n c i a  a x i a l  que 1 as sépara dépende sôl o del  t é r ­
mino B denominado c o e f i c i e n t e  de a s t i g m a t i s m e .
Las imâgenes a s t i g m â t i c a s  sol o i n t c r e s a n  en e l  caso de oib- 
j e t o s  r e c t i l î n e o S i  en los r e s t a n t e s  l a  mej or  imagen cor r esponde  a 
una e n t r e  todas 1 a s e 1 f  pt  i casî que es c i r c u l a r .  La d i s t a n c i a  e n t r e  e s t e  
c i r c u l e  de minima co nf us i ôn  y e l  pi ano imagen gaussi ano depende excl j j  
si vament e  de l a  c o n s t a n t e  C o c o e f i c i e n t e  de c u r v a t u r a  de i magen. Su
pr e s e nc i a  en ( 1 1 . 5 9 )  i m p l i c a  que l a  mej or  imagen se t i e n e  en una pan-
t a l l a  de c u r v a t u r a  côncava y no en una p l ana .
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C â l c u l o  de 1 os C o e f i c i e n t e s  de A b e r r a c i ô n .  Mët o d o de l a  T r a y p c t o r i a .
Se han d é s a r r o i l a d o  d i v e r s e s  pr ocedi mi ent os  mat emât i ces  pa­
ra c a l c u l a r  l es  c o e f i c i e n t e s  de a b e r r a c i ô n  s n t e r i o r m e n t e  v i s t o s .  Cita^ 
reniôs por  su i n t e r é s  el  método de l a  Funciôm C a r a c t e r î s t i c a , Hawkes 
( 1 9 6 7 ) ,  y e l  método de l a  T r a y c c t o r i  a ; G r i v e t  ( 1 9 7 2 ) .  Cl p r i mer o  de - 
e l l o s  se basa en l a  u t i l i z a c i ô n  de! i n d i c e  die r e f r a c c i ô n  y ,  como y a 
d i j i m o s ,  se p r e s t a  a e l e g a n t e s  f o r m u l a c i ones mat emât i cas  basadas en - 
el  aspect o o n d u l a t o r i o  del  problenia.  El segwndo método se adapt a  sin  
embargo mej or  al  enfoque que has t a  ahora hemos dado al  d é s a r r o i l o  teo
r i c o  y es e l  que vamos a empl ear  n o s o t r o s ;  upna d e s v e n t a j a  de e i t e  mé­
todo t r e n t e  a l  a n t e r i o r  es l a  de que no r é s u l t a  f â c i l  demost r ar  c u a l -  
q u i e r  i n t e r r e l a c i ô n  que e x i s t a  e n t r e  1 os c o e f i c i e n t e s .
Vamos a ver  con d e t a l l e  el  céf lculo de 1 c o e f i c i c n t e  de abe­
r r a c i ô n  e s f é r i c a  para un s i s t ema con s i m e t r î a  a x i a l .  Las ecuac i ones  
de movi mi ent o deben i n c l u i r  1 os t ér mi nos de t e r c e r  orden y por  t a n t o  
serân
m ^  -  e ( - |  V" - ^  v ' V)
( 1 1 . 6 0 )
2
m  - 4  = e ( V '  - 2 ^  V")
dt'^ 4
Imponiendo l a  cond i c i ôn  de c onser vac i ôn  de Ba e n e r g i a  que ahor a inclu^ 
ye la  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  componente radiaB de l a  v e l o c i d a d ,  y combi^ 
nândol a con 1 1 . 6 0 ,  se t i e n e  para l a  t rayect apr i a  de un e l e c t r ô n  en l a  
zona de S e i d e l
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$  4  f  ^   ^ i  f   ^ &  4 ^  - i?  ( f V  . +
* ff ' v“ -  ^  1 P^  p’ -  I  -|p p p'  ^ -  7 f -  p'3 + ...  ( I I . 6 1 )
Puesto que 1 os t ér mi nos de a b e r r a c i ô n  son pequenos puede r eso l  ver se  
( 1 1 . 6 1 )  por  un método p e r t u r b a t i  v o . A s î ,  hacenios
p = P q + e I ( 1 1 . 6 2 )
en donde r e p r é s e n t a  l a  t r a y e c t o r i a  gauss i ana  y e l a  p e r t u r b a c i o n  
que suponemos l o  s u f i c i entemente pequeha como para que l as  p o t e n c i e s  
mayores que l a  uni dad sean d e s p r e c i a b l e s . L l evando ( 1 1 . 6 2 )  a ( 1 1 . 6 1 )  
l a  ecuac i on  r é s u l t a n t e  para l a  p e r t u r b a c i o n  es
,2   , . . IV
dz
p f  +
. I ( f  . .V1V.L , p2 _ 1 p p .  p;Z - P p  (11.63)
Se t r a t a  pues de una ecuac i on  d i f e r e n c i a l  de 2°  orden con un t é r mi n o  
i ndependi e n t e  de e.  Puede r eso l  ver se  por  e l  método de v a r i a c i ô n  de p^  
r â m e t r o s ,  Ayres ( 1 9 6 9 ) ,  si  se conoccn dos s o l u c i o n e s  de l a  ecuac i on  - 
homogénea que no es o t r a  que l a  de l as  t r a y c c t o r i a s  gaussi anas  y ,  por  
consi  gui  e n t e , podenios hacer  uso de 1 os rayos X ( z )  e Y ( z )  d e f i n i d o s  àn 
t e r i  o r m e n t e .
Supongamos un rayo p a r a x i a l  que p a r t e  de un punto z ^ ,  s i t u a  
do en e l  e j e  con una p e nd i e n t e  a, de forma que
Pq = a X ( z )  ( 1 1 . 6 4 )
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Supongamos tambi én que l a  p e r t u r b a c i o n  se puede e s c r i b i r  en l a  forma
e = a ( 7 .  ) X ( z ) i 6 ( z ) Y ( z )  ( 1 1 . 6 5 )
Es é v i d e n t e  que se ha de v e r i f i c a r  c ( Z q ) = e ' ( z ^ )  = 0 ya que en ese 
punto l a  t r a y e c t o r i a  c o i n c i d e  con l a  g auss i ana .
Ap l i c a n d o  a ( 1 1 . 6 5 )  e l  método de v a r i a c i ô n  de par amét r és  se
t i e n e
a ' ( z )  X ( z )  + e ' ( z )  Y ( z )  = 0
( I I  . 66 )
a ' ( z )  X ( z )  + 6 ' ( z )  Y ' ( z )  = P ( X , X ' , * )
P r e p r é s e n t a  el  t é r mi no  i n d e p e n d i e n t e  de l a  ecuac i on ( 1 1 . 6 3 )  en donde
se ha s u s t i t u i d o  por  su v a l o r  de acuerdo con ( 1 1 . 6 4 ) .
La a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  r e p r é s e n t a  el  v a l o r  de c en el  pi ano
imagen g a us s i a n o ,  es d e c i r  en z = z ^ ; pero X ( z ^ )  = 0 y por  t a n t o  de
( 1 1 . 6 5 )
Iw| = e ( Z j )  = 6 ( z . )  Y ( z . )  ( 1 1 . 6 7 )
p e s o l v i e n d o  e l  s i s t ema  ( 1 1 . 6 6 )  se t i e n e
3
B‘ ( z )  = x V  -  XT'" ( 1 1 . 6 8 )
pero de acuerdo con l a  e cuac i ôn  ( 1 1 . 1 4 )  podemos s i m p l i f i c a r  l a  e x p r e -  
siôn a n t e r i o r  quedando
B ' ( z )  = ( ^ ) ^ / ^  X P ( 1 1 . 6 9 )
*0
i n t e g r a n d o  e n t r e  el  punto o b j e t o  y e l  imagen y t e n i e ndo  en cuent a que
al  ser  g ( z ^)  = 0 ,  X ( Z q ) = 0 e l  v a l o r  de 6 ( Zp)  es nul o t a mbi é n ,  se t i e
ne para l a  a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a
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|w| =
Y ( z . )
T/T
( V . )
X P dz { n  . 7 0 )
A f i n  de r e l a c i o n a r  w con l as  magni tudes que d e f i n i mo s  a n t e r i o r m e n t e  
al  e s t u d i a r  l a  a b e r r a c i ô n  i r i t roduci  mos un diaf ragi r i a de r a d i o  R en l a  
r e g i ôn  de campo nul o para l i m i t a r  l a  a b e r t u r a  del  haz .  Si  l a  d i s t a n -  
c i a  e n t r e  z^ y e l  d i a f r agma es 6 se t endr a  R = a ô ; ya que |w|  -  AR^ 
y por  ô t r a  p a r t e  al  s e r  Y ( z ^ )  = 1,  Y ( z . )  r e p r e s e n t #  el  aumento l a t e ­
r a l  M, podemos e x p r e s a r  e l  c o e f i c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  A en la  forma
x’  ( V ) " "  I ^M ’ x" i h  k  '  i  ( F  - ' ' T )
X' 1 V" , X ' , 2  
r  '  T  T  T '
i n t e g r a n d o  por p a r t e s  pueden e l i m i n a r s e  t érmi nos en V"  , V" y V  que 
dando f i n a l m e n t e
IV
A = M
" i x4 ( v ) I / 2  j 1__ V_ 
32 V
1 f V \ 2
32 ( v " )
?  } d: ( I I  . 72 )
Con f r e c u e n c i a  se emplea un c o e f i c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  , d e f i n i d o  me 
d i a n t e  l a  r e l a c i ô n
Iw| = M Cg a ( 1 1 . 7 3 )
3 3Es i nmed i a t o  v e r  que = R A/M a y por t a n t o  se puede c a l c u l a r  a 
p a r t i r  de ( 1 1 . 7 2 )  s i n  embargo puede usarse o t r a  e x p r e s i ô n  mas s i mpl e  
que no co n t i e n e  t é r mi nos  en V*^,  ( e . g .  G r i v e t ,  1972)
1
's 6 4 ( V n ) l / Z
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( y ) l / 2   ^ ( 3  j 4  _ 9 yZy,  +  ^ y ,  JT } dz
( 1 1 . 7 4 )
en donde se ha i n t r o d u c i d o  l a  f unc i ôn  T ( z )  = V ' / V  y su de r i v a d a  T ' ( z )  
Para c a r a c t e r i z a r  l a  a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  de l as  l e n t e s  nosot r os hemos 
u t i l i z a d o  el  c o e f i c i e n t e  obt en i endo  a p a r t i r  de una modi f i c a c i ô n  
de ( 1 1 . 7 4 )  en l a  que se s u s t i t u y e  e l  rayo normal  X por  el  rayo reduci^ 
do Xp d e f i n i d o  en l a  ecuac i ôn  ( I I . 9 ) ,  quedando èn la forma
s 6 4 ( V . ) l / 2 2  ^ Xp ( 3 T*  + 5T ' Z  _ ^  T ^ T ' )  +
+ 4 X^ Xfj T T'  } dz ( 1 1 . 7 5 )
Esta f o r mul a  t i e n e  l a  v e n t a j a  de que pe r mi t e  o b t e ne r  al  
mismo t i empo que o t r os  par amét r és  de l a  l e n t e .
Va r i e s  au t or es  han r e a l i z a d o  el  c â l c u l o  de o t r os  c o e f i c i e n ­
tes de a b e r r a c i ô n  de t e r c e r  o r d e n ,  destacando l es  t r a b a j o s  de Gl a s e r  
( ,1956)  y de S t u r r o c k  ( 1 9 5 1 ) .  Un e s t u d i o  d e t a l l a d o  de 1 os mismos queda 
f u e r a  de nuest r os  p r o p ô s i t o s  y por  e l l e  nos remi t i mos  a l es t r a b a j o s  
o r i g i n a l e s .  Puede e n c o n t r a r s e  un buen resumen de l es  mismos en G r i v e t  
( 1 9 7 2 ) ,  Cap.  7.
I I . 2 . 2 . -  A be r r a c i ô n  C r o m â t i c a.
En l a  d i s c u s i ô n  de l as  a b e r r a c i o n e s  de t e r c e r  orden hemos -  
supuesto que el  haz de e l e c t r o n e s  era  mo n oe n e r g é t i c o . En l a  p r a c t i c e  
se t r a b a j a  con haces que por  l a  forma en que son obt eni dos  y por 1 as
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f  1 uctuac i one s de l es  p o t e n c i a l e s  a c e l e r a d o r e s  , sieinpre van a t e n e r  
una d i s p e r s i o n  en e n e r g i a  y por  t a n t o  van a p r e s e n t a r  un conipo r tami  c n 
to d i f e r e n t e  ba j o  l a  a c c i ô n  de 1 os campos.  A s i ,  en un haz i n c i d e n t e  -  
p a r a l e l o  a l  e j e  de una l e n t e  p o s i t i v a  1 os e l e c t r o n e s  r a p i d e s  son mè­
nes desv i ados que 1 os l e n t o s  y su foco se e n c u e n t r a  mas a l e j a d o  de 
a q u e l l a .  Resu l t an  pues v a r i o s  focos y l a  d i s t a n c i a  e n t r e  el  focD de -  
l os mas r a p i d e s  y e l  de l es  mas l e n t o s  f^ , depende de l a  d i s p e r ­
s i on  en v e l o c i d a d e s  y del  campo a p l i c a d o .
La a b e r r a c i ô n  c r o mâ t i c a  provocada por  e s t e  c o mpor t a mi e nt e , 
es compl etament e i n d e p e n d i e n t e  de los o t r o s  d e f e c t o s  y se da si?mpre  
aûn en el  caso de que l a s  t r a y e c t o r i a s  se enc ue n t r e n  en l a  zona p a r a ­
x i a l ,  ya que es una p r o p i e d a d  i n t r i n s e c a  al  medio f o c a l i z a d o r  y no f ^  
j ada  por  e^ I tamano de l a  a b e r t u r a  o l a  d i s t a n c i a  al  e j e .  La a b e * r a -  
c i ôn  puede c a r a c t e r i z a r s e  por d i f e r e n t e s  c r î t e r i o s  como l a  d i s t i n c i a  
a x i a l  f^ f ^ , el  r a d i o  del  d i sco  de minima conf us i on  o e l  r a d i o  i e l  - 
d i sco  en e l  pi ano f o c a l  imagen c o r r e s p o n d i e n t e  a una d e t e r mi na d i  v e l o  
ç i d a d .  Para p r o p ô s i t o s  p r a c t i c e s  se s u e l e  tomar  el  p o t e n c i a l  a c ? l e r n -  
dor V, como p o t e n c i a l  de r e f e r e n d a  y medi r  l a  a b e r r a c i ô n  como a d i -  
f e r e n c i a  e n t r e  d i s t a n c i a s  f o c a l e s .  Por o t r a  p a r t e  l os  puntos fu«ra  del
e j e  es t ân  s u j e t o s  a una a b e r r a c i ô n  l a t e r a l  que se t r a du c e  en un» v a r r a
ci ôn de l a  m a g n i f i c a c i ô n  M con l a  v e l o c i d a d .
El c â l c u l o  de l a  magni tud de l a  a b e r r a c i ô n  c r o mâ t i c a  :e pue 
de hacer  por un método p e r t u r b a t i v o  s i m i l a r  al  que se ha empleai o pa­
ra l a  a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a ;  vamos a da r  una i dea de como puede p ' a n t e a r  
se.  Cuando en una l e n t e  e l e c t r o s t â t i c a  con s i m e t r î a  r o t a c i o n a l  «1 po­
t e n c i a l  y se i ncr ement a  en una pequena c a n t i d a d  e ,  l a  ecuac i ô n  I I I . 8 )
f)9
de la  t r a y e c t o r i a  gaussi ana pasa a la forma
I  5^7 î  î F   ^ - 0 C ' - ' S )
1 Désar roi  1 ando en s e r i e  el  térmi no (V + r.)~^ y despreciando l as pot enci as  
l de e mayores que la  unidad la  ecuaciôn a n t e r i o r  queda
ÿ * ?  F  F »  - c ^ F - )
Para i n t e n t a r  r e s o l v e r l a  hacemos el  cambio
P = pQ + ç ( I I  78 )
en donde g es un término de cor r ecc i ôn  pequefio de forma que el  produ£  
to e-ç r é s u l t a  despreci  ab l e  f r e n t e  a ot ros términos y es la t r a y e £  
t o r i a  gaussiana obt eni da  por combinaciôn de las ya conocidas X(z)  e 
Y ( z ) .  Sust i  tuyendo ( 1 1 . 7 8 )  en ( 1 1 . 7 7 ) ,  el  término de cor r ecc i ôn  
s a t i s f a c e  la  i gual dad
+ 1 ^  ^  ^  c = e ( ^  ^  '^o *  l  p  ( 1 1 . 7 9 )
que es una ecuaciôn d i f e r e n c i a l  l i n e a l  de segundo orden con un t é r m i ­
no que no depende de ç.  Puesto que conocemos dos sol uc i ones  de la ho­
mogénea la ecuaciôn puede resol  verse f â c i l me n t e .  No ent raremos en los 
d e t a l l e s  de este c â l c u l o  l i mi t ândonos a dar los r e s u l t a d o s .  A s i ,  el  - 
e f e c t o  de una per t ur bac  i ôn e en el  pot enc i a l  del  sistema es despl aza r  
el  piano imagen gaussi ano z . , una d i s t a n c i a  A z  ^ y m o d i f i c a r  el  aumen­
to l a t e r a l  M en aM; el  v a l o r  de estas magni tudes estâ  dado por ( e . g .
G r i v e t ,  1972)
7 0
am =
z / '
V ' X'  
V.2 X - i
y ; } X? ( v ) i / z  dz ( 1 1 . 8 0 )
M c
( V . ) ' ' '  J
f^i  ^ , 1 V V"
?
} X Y ( V ) T^ ^  dz ( 1 1 . 8 1 )
En la  p r â c t i c a ,  c t i e n e  un rango c o n t i n u e  de v a l o r e s  y por  t a n t o  el  
e f e c t o  t o t a l  de l a  a b e r r a c i ô n  es b a s t a n t e  compl e j o  de a n a l i z a r .  Si  se 
col oca una p a n t a l l a  f l u o r e s c e n t e  en e l  p i ano imageh que cor r esp onde  a 
e = 0 ,  l a  a p a r i c i ô n  de una v a r i a c i ô n  c en e l  p o t e n c i a l  da l u g a r  a un
di sco de a b e r r a c i ô n ,  el  r a d i o  r^ de e s t e  d i sco  v i en e  dado por
= a, i  z, ( 1 1 . 8 2 )
si endo « .  l a  a p e r t u r a  a n g u l a r  del  haz en e l  es p a c i o  imagen.  La a p e r t u  
ra a n g u l a r  en el  es p a c i o  o b j e t o  e s t â  r e l a c i o n a d a  con « j mcd i ant e  -  
l a  ecuac i ôn de Lagr ange- Hel mhol  t z  M y e l  r a d i o
del  d i sco  se puede e x p r e s a r  en l a  forma
Vf,. 1 / 9  A Z,|
= Ce * 0  T ( I I  . 83 )
El c o e f i c i e n t e  que se ha i n t r o d u c i d o  en ( 1 1 . 8 3 )  se denomina c o e f i ­
c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  c r omât i ca  a x i a l  y es e l  que sue l e  dar se  con mas 
f r e c u e n c i a  en los t r a b a j o s  para c a r a c t e r i z a r  e s t a  a b e r r a c i ô n .
El v a l o r  de puede o b t e n e r s e  f â c i l m e n t e  a p a r t i r  de ( 1 1 . 8 0 )
l a  e x p r e s i ô n  queda mas s i mpl e  si  se i n t e g r a  por  p a r t e s ,  r e s u l t a n d o  
1 / 2
( V . ) M  y , 2
c ' o  ''
r  dz } =
,2
: o  V
5 / 2 dz ( I I  . 84 )
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en donde se ha t en i do  en cuenta que X( z^)  -  X( z \ ) = 0 .  Nos i n t e r c s a  
pasar  a l a  v a r i a b l e  r educ i da  X^ = X quedando entonces para
la e x p r e s i ô n
3 rv A1/ 2
(c = 5 (V. )
' i  « , 2V*  ^ 7
Xp dz ( 1 1 . 3 5 )
V3 «
Est a  i n t e g r a l  l o  mismo que l a  o b t e n i d a  para  puede e v a l u a r s e  al  mis 
mo t i empo que l a  d i s t a n c i a  f o ca l  y o t r o s  paramèt res de l a  l e n t e  que - 
n e c e s i t a n  los v a l o r e s  de V ( z )  y  V ' ( z )  a l o  l a r g o  de l a  t r a y e c t o r i a .
I I . 2 . 3 . -  De f ect os  Me cân i cos .
Hasta ahora en todos los c a l c u l e s  hemos supuesto que los cam 
pos ten 1 an una s i m e t r î a  r o t a c i o n a l  p e r f e c t a ;  e l l e  impi  i ca  unos e l e c ­
t r od e s  con a b e r t u r a s  c i r c u l a r e s ,  pe r f e c t a me nt e  a l i n e a d o s  y ademâs que 
no e x i s t a  ningûn a i s l a n t e  o zona en l a  que una acumul aci ôn de cargas  
p e r t u r b e  los campos.  Estas co nd i c i o nes  son t o t a l m e n t e  i d é a l e s  y de he 
cho l os de f e c t os  en l a  c o n s t r u c c i ô n  y montaj e  de los s i s t emas puede -  
l l e g a r  a l i m i t a r  l as  c u a l i d a d e s  de és t os  como sucede por e j empl o  con 
e l  poder  de r e s o l u c i ô n  del  m i c r o s c op i o .  Vamos a c o n s i d e r a r  brevemente  
e s t e  t i p o  de d e f e c t o s .
a ) Ast i g m a t i s mo de e l i p t i c i d a d .
Es provocado por l a  f a l t a  de s i m e t r î a  de las a b e r t u r a s .  El  
modelo mas s i mpl e  para su e s t u d i o  supone que l a  a b e r t u r a  del  e l e c t r o ­
de c e n t r a l  es una e l i p s e ;  e l  p o t e n c i a l  ya no t i e n e  s i m e t r î a  r o t a c i o n a l  
pero s î  l a  conserva r e s p e c t e  a l os  dos pianos que c ont i enen  l os e j e s  
de l a  e l i p s e ;  entonces puede e x p r e s a r s e  medi ante el  d é s a r r o i l o
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V ( p , 8 , z )  = V(z )  -  ^  V " ( z )  { 1 -  c { z )  cos2 0} + . . .  ( 1 1 . 8 6 )
s i endo e ( z )  l a  f u n c i ô n  que t i e n e  en cuent a  la e l i p t i c i d a d  de l os e l e c  
t r o d o s . El r e s u l t a d o  que e s t e  p o t e n c i a l  produce en l a  f onnac i on  de 
imâgenes es s i m i l a r  al  debi do al  a s t i gma t i s me  que ya hemos v i s t o  en - 
l as  a b e r r a c i o n e s  de t e r c e r  o r d e n ,  e s t o  e s ,  se forman dos imâgenes 1 i - 
neal es  s i t ua d a s  en pi anos p e r p e n d i c u l a r e s  al  e j e  de l a  l e n t e  y l a  me­
j o r  imagen cor responde al  c i r c u l e  de mi nima co n f us i o n  s i t u a d o  e n t r e  
e l l a s .  El r a d i o  de!  c î r c u l o  nos da una medida de l a  magni tud dî  e s t a  
a b e r r a c i ô n  y v i ene  dado por
dg = Cg a. (11.87)
donde es l a  c o ns t a n t e  de a b e r r a c i ô n  de e l i p t i c i d a d  que ha si  do cal^ 
cul ada  por d i v e r s e s  a u t o r e s ,  S t u r r o c k  ( 1 9 5 1 ) ,  G r i v e t  y Bruck ( 1 9 4 7 )  y 
e s t â  r e l a c i o n a d a  con e ( z )  por  l a  i g u a l d a d ,  ( e . g .  G r i v e t ,  1972)
•z.
1 i y „ _ 3 dz ( 1 1 . 8 8 )
Sef ialaremos que el  orden de magni tud de e s t e  c o e f i c i e n t e  es apr ox i ma-  
damente l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  los e j e s  de l a  e l i p s e  de l a  a b e r t u r a  del  
e l e c t r o d o .
Se han d i senado d i v e r s e s  s i s t emas  c o r r e c t o r e s  ( s t i g m a t o r s )  
que i n t e n t â t !  compenser de a l guna forma l a  « s i m e t r î a  de l a  d i s t r i b u c i ô n ,  
- v e r  por  e j empl o  G r i v e t  ( 1 9 7 2 ) ,  pâg.  551 y s i g u i e n t e s - .
b ) De f e ctos produci dos por  de s a l i w e a c i ô n  de los e l e c t r o d e s .
Estos d e f e c t o s  son menos i mpo r t a n t e s  que e l  a n t e r i o r  ya que
■/3 .
puede l o g r a r s e  que su magni tud sea d e s pr e c i o b l e  con un montaj e  c u i d a -  
doso del  s i s t e ma ;  e x i s t e n  dos t i p o s  d i f e r e n t e s  uno debido a un p o s i b l e  
des pi azanii en to l a t e r a l  de los e l e c t r o d e s  respect e  al  e j e  de s i m e t r î a  
y o t r o  debido a l a  p os i b l e  i n c l i n a c i o n  de los mismos r espec t o  a un 
piano p e r p e n d i c u l a r  al  e j e .
Si  e l  despl azami ent o  l a t e r a l  de un e l e c t r o d e  es Ae se prod£  
ce un ast i gmat i smo con un c o e f i c i e n t e  dado por
Cg = Cg ( ( 1 1 . 8 9 )
s i endo f  l a  d i s t a n c i a  f o c a l  de l a  l e n t e  (suponi endo que es s i m é t r i c a ) .
Para una p l aça con una a b e r t u r a  c i r c u l a r  cuyo e j e  forma un 
ângul o g r espec t o  del  e j e  ô p t i c o  se produce un ast i gmat i smo car ac t e r i ^  
zado por
Cg = 6^ ( 1 1 . 9 0 )
Como ej empl o puede c o n s i d e r a r s e  una l e n t e  que tenga f  = 5 cm, C ^ / f  =
= 6 6 ,  « 1  = 10  ^ r a d ,  para un d espl azami ent o  ûe = 25 um se o b t i e n e  un
r a d i o  d^ = 8 X que es f r ancament e  d e s p r e c i a b l e ; a l go mas i n f l u y e n t e  -
-  2puede ser  e l  o t r o  t i p o ,  a s î  para g = 2x10" rad se t i e n e  d^ = 1 , 32  um
lo que supone una l i m i t a c i ô n  en el  tamano del  haz del  orden de los m_[
c r o n e s .
c)  Campos par a s i t e s .
Una vez que el  s i s t ema se pone en f unc i onami ent o  se va acu-  
mulando carga en l as  p a r t e s  a i s l a n t e s  del  mismo, dando l u g a r  a l a  apa 
r i c i ô n  de campos p a r a s i t e s  cuya forma y v a r i a c i ô n  con e l  t i empo es to  
t a l ment e  a l e a t o r i a .  La f ormaci ôn de régi  ones a i s l a n t e s  es consecuenci a
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i de la contaiiii naci ôn que se produce en todo apar a t o;  pueden ser )or - 
ejemplo fragmentes del obj et o  que caigan en la l e n t e ,  depôsi tos a i s ­
lantes  que se forman en las s up e r f i c i e s  mé t a l i c a s ,  e t c .  En alguios  
\ aparatos de al ta p r e c i s i o n ,  t a l e s  como el microscopio e l e c t r ô n i c o ,  es 
1 tes e fectos pueden p e r t u r ba r  de forma a pr ec i ab l e  su funci onami ei to y 
' ex igen que pér iôdi camente se deba procéder  a una l i mpi eza  de lo: mis­
mos .
7 5 .
CAPITULO I I I
111 . 1 .  -  LENTE EINZEL
Los c a l c u l o s  puest os a punto en los c a p i t u l o s  a n t e r i o r e s  nos 
p e r m i t e n ,  en p r i n c i p l e ,  a b or da r  el  a n a l i s i s  de c u a l q u i e r  c o n f i g u r a c i o n  
de l e n t e s  con s i m e t r î a  r o t a c i o n a l .  Si n  per der  de v i s t a  esas posi fai l i da^  
des pero i n t e n t a n t e  c e n t r â m e s  en un t i p o  c o nc r e t e  hemos e l e g i d o  l a  d£  
nominada l e n t e  e i n z e l  de t r è s  a b e r t u r a s  c i r c u l a r e s .  Esta l e n t e  se e n ­
c u e n t r a  con f r e c u e n c i a  en los o s e i l o s c o p i o s , f u e n t e s  de i o n e s ,  m i c r o s ­
copi o  e l e c t r ô n i c o ,  e t c . ,  por l o  que nos p a r e c i ô  i n t e r e s a n t r  su e s t u d i o  
Aunque a l o  l a r g o  del  c a p i t u l e  nos r e f e r i r e m o s  s i empr e al  enfoque de - 
e l e c t r o n e s ,  el  a n â l i s i s  es a p l i c a b l e  a todo t i p o  do p a r t î c u l n s  c a r g a -  
das con la sa l vedad de que l os  v o l t a j e s  deben cambi ar  de s i g n o si  se - 
t r a t a  de cargas p o s i t i v a s ;  e l l e  es consecuenci a  de que l a  ecuac i ôn  de 
movi mi ent o ( I I . 8)  no c o n t i e n e  l a  car ga  ni  l a  masa de l a  p a r t î c u l a  y l a  
l e n t e  no cambia sus pr opi edades  de enfoque si  se s u s t i t u y e  l a  f u e n t e  - 
de e l e c t r o n e s  por una de i o n e s .
El s i s t ema se compone de t r è s  e l e c t r o d o s  pi anos con a b e r t u ­
ras c i r c u l a r e s .  F i gur a  I I I . 1.  Las p l aças  e x t e r i o r e s  se encuen t r an  a l  - 
mismo p o t e n c i a l  y por t a n t o  el  haz de p a r t i c u l e s  es enf ocado s i n  modi -  
f i c a r s e  su e n e r g i a ;  el  p o t e n c i a l  de!  e l e c t r o d o  i n t e r m e d i o  puede ser  p£  
s i t i v o  0  n e g a t i v e  r es pe c t o  de l os  e x t e r i o r e s ,  dando l u g a r  a dos r e g i o -  
nos bi en d i f e r e n c i a d a s  en el  compor t ami ent o de l a  l e n t e .
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F i g ur a  111 . 1 .  -  V-iagnawa rfe ana l e n t z  e^nzc f  dz t a z i  ab zat a ' i a^  .
Lo6 p a ^ d m z t A o d  md6 z a f i a c t z K i A t i c o t ,  d z  z i t a  C z n t z  
A o n :  a) La a z p a a a c Z d n  ^ n t z a z i z c t f i d d - f c a  S, 6)  z l  
z A p z A o a  d z t  z t z c . t A o d o  z z n t a c t  Tj - 2zp,  c) z l  d i d -  
m z t a o  d z t  d l a ^ a a g m a  d z l  z l z c t a o d o  c e n . t a a t  V j  = 2R^ 
y d)  z l  d l d m z t a o  d z  l o A  d l a ^ a a g m a A  d z  t o  a z Z z c t A o -
d o A  Z X t Z A l O f L Z A  P g  = Z R g .
7/
En l a  F i gur a  I I I . 1 se muest ra un esquenia de l as  di mensi onos
ma s ca rac t e r  i s t  i ca s ; en al.gunos casos l a  r e p r e s e n t a c  i ôn estâ  sobr ede-
t e r m i n a d a ,  e l l o  se ha hecho para poder  comparar  mas t a r d e  nuest r os  
s u l t a d o s  con d i f e r e n t e s  a u t o r e s .  Apa r t é  de los par âmet r os  ma s c a r a c t ^  
r i s t i c o s  hay o t r o s  cuya i n f l u e n c i a  en l a  l e n t e  es menor ,  ta 1 es el  ra  
d i o  de c u r v a t u r a  del  borde del  d i a f r agma  i n t e r me d i o  { r e p r e s e n t a d o  en 
l a  f i g u r a  en ângul o r e c t o )  y el  espesor  de los e l e c t r o d o s  e x t e r i o r e s  
T 2 . Por u l t i mo  el  r a d i o  e x t e r i o r  de l as  pl aças  R^,  l a  a l t u r a  del  c i e -
r r e  H y l a  separ ac i ôn  L,  no i n t e r v i e n e n  mis que en l a  c o n f i g u r a c i ô n  -
del  cont or no y su i n f l u e n c i a  en los r e s u l t a d o s  debe ser  n u l a .
La pr i mer a  p a r t e  de e s t e  c a p i t u l e  l a  hemos dedi cado a una - 
r e v i s i o n  de los t r a b a j o s  mas i mp o r t a n t e s  que se han p u b l i c a d o  sobre - 
e s t e  t i p o  de l e n t e .  Dado que e x i s t e  b i b l i o g r a f i a  en l a  que se puede - 
e n c o n t r a r  una r e l a c i ô n  e x h a u s t i v e  de e l l o s  - véase  por e j empl o Hawkes 
( 1 9 6 7 ) ,  G r i v e t  ( 1 9 7 2 ) ,  H a r r i n g t o n  ( 1 9 7 3 ) -  nos hemos l i m i t a d o  a presen^ 
t a r  sd l o  a q u e l l o s  que en su di  a t u v i e r o n  una gran i nipor tanc i a por el  
avance que suponian en es t e  campo, a s î  como los t r a b a j o s  ma s r e c i e n t e s  
dest acando los que nos i n t e r e s a n  para c o n f r o n t a r  con nues t r os  r e s u l t ^  
dos.  Hemos hecho una cl  a s i f i c a c i ô n  en dos gr upos;  en el  p r i mer o  de 
e l l o s  se encuent r an a q ue l l o s  t r a b a j o s  que proponen un t r a t a m i e n t o  ana  ^
l î t i c o  para l a  r e s o l u c i ô n  aproximada del  problema e l e c t r o s t l t i c o  y en 
el  segundo hemos i n c l u i d o  los que u t i l i z a n  al gûn método numér i co.
I I I .  1 . 1 . - Métodos anal î t i c o s  para -la obtcncion cicl poten c i a 1 en e J_ c J e .
Los pr i ineros i n t e n t o s  de l l e g a r  a una c a r a c t e r i  zaci  ôn de l a  
l e n t e  e i n z e l  de t r è s  a b e r t u r a s ,  se basan en una r e s o l u c i ô n  a n a l i t i c a  
de la  ecuac i ôn de Lapl ace  para una geomet r l a  que s i mul e  aproximadamen  
t e  di cho s i s t e m a ,  ya que al  c a r e c e r  de computadores r e s u l t o b a  i mpos i -  
bl e  a t a c a r  el  problema por métodos que pr ec i san  de c a l c u l  os cos t osos .  
Los p r i n c i p a l e s  i n c o n v e n i e n t e s  de l a  mayor p a r t e  de estos a n â l i s i s  
son,  por  un l ado que t i e n e n  compor tami ent os a s i n t ô t i c o s  i n c o r r e c t o s  y 
por o t r o  que su a p l i c a c i ô n  se r e s t r i n g e  a un rango de ge omc t r i a s  r e l a  
t i v a me n t e  pequeno.
El p r i mer  e s t u d i o  i m p o r t a n t e  sobre el  p o t e n c i a l  de l a  l e n t e  
t r i e l e c t r o d o  se debe a R e g e n s t r e i f  ( 1 9 5 1 ) .  P a r t e  de l a  e x p r e s i ô n  del  
p o t e n c i a l  en el  e j e  de un d i a f r agma  c i r c u l a r  de r a d i o  R, s i t u a d o  en - 
un campo e l é c t r i c o  un i f o r me
V( z )  = a j  + b j  z + Cj z tg~^ ( z / R )  ( I I I . 1)
R e g e n s t r e i f  demost rô que el  p o t e n c i a l  en el  e j e  de l a  l e n t e ,  puede 
apr ox i mar se  por  l a  combi naci ôn l i n e a l  de t r ès  f unc i ones  de l a  forma 
( I I I . 1) r e f e r i d a s  a e l e c t r o d o s  s i t u a d o s  e n z  = O y z  = t  Z g , r e s u l t a n  
do
V ( z )  = A + Bz + Cz t g ' ^ ( z / R j )  + D f z - Z g )  t g" *  +
1 z + z?
+ E(z  + Z g )  t g - 1  ( - ^ )  ( I I I . 2 )
7 9  .
Esta f u n c i ô n  s a t i s f a c e  l a  ecuaciôn de Lapl ace  exactamente
pero no pueden a j u s t a r s e  mas que de una manera aproximada l as  c o n d i ­
c i ones  de co n t o r no .  La s i m e t r î a  impone B = 0 ,  D = E y puesto que V ( z )  
debe t e n d e r  a un v a l o r  c o n s t a n t e  para z t endi endo a i n f i n i t e ,  se cum-  
pl e C + 2D* = 0.
La ecuac i ôn  ( I I I . 2) queda entonces en l a  forma
. . i Z + Z o  1 z  — z m ,  _
V ( z )  = a + b { ( z  + Zg) tg ( ~ ^ )  + ( z - Z g )  tg"  ( - ^ )  -  2z t g"^  ^  }
( I I I . 3)
Para d e t e r m i n a r  l as  c ons t ant es  a y b R e g e n s t r e i f  impone l as  c o n d i c i o ­
nes de cont or no Vj  = V ( 0 ) ,  Vg = V ( zg )  = V( - Z g )  a s î  como l as s i g u i e n t e s  
r e l a c i o n e s  aproximadas
l i m  z t g" ^  ( z / R , )  = -  R, 
z - 0   ^ ^
l i m  ( z  -  Zp) t g “  ^ ( - p - ^ )  = - R.
z^Zg  ^ *2
( I I 1 . 4 )
ob t en i endo  para a y b l os v a l o r e s
a = Vj  - 2b { Rj  + Zg t g"^ ( z g / Rg)  } 
b . _______
( I I I . 5)
2 R j  + 2 z g  t g ~ l  ( Z g / R j )
Ademâs de l a  forma un t a n t o  a r b i t r a r i a  en î a  que son obt en i das  est as  
c o n s t a n t e s  hemos de s e n a l a r  o t r a s  1 imi t a c i o n e s . Asî  l a  ecuaci ôn ( I I I . 3) 
no t i e n e  en cuenta el  espesor  del  e l e c t r o d o  c e n t r a l ,  no puede a p l i c a r
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se a geomet r i es  en l as  que el  d i â me t r o  de l as  a b e r t u r a s  sea grande  
cotnparado con l a  s e p a r a c i ô n  i n t e r e l e c t r ô d i c a  - v e r  por e j empl o G r i v e t  
( 1 9 7 2 ) ,  pâg.  215-  y l as  d i s t a n c i a s  f o c a l e s  que se o b t i e n e n  a j a r t i r  - 
de est a  d i s t r i b u c i ô n ,  so l o  concuerdan con l a s  e x p é r i m e n t a l e s  Dara 1 en 
tes d é b i l e s .
Ot ro  modelo que r e p r é s e n t a  de manera aproximada cl  p o t e n c i a l
en el  e j e  es el  pr opuest o  por Gl a s e r  y Schi ske  ( 1 9 5 4 ,  1 9 5 5 ) .  La f u n ­
c i ôn  que u t i l i z a n  es l a  c o m n l e m e n t a r i a , r e s p e c t o  del  p o t e nc i a l  a c e l e -  
r ado r  del  haz V^,  de una d i s t r i b u c i ô n  en forma de campana,  esto e s ,
2
V ( z )  = V„ { 1 i  --------------  ^ I ( I I I . 6)
°  1 + ( z / d ) '
s i endo
o
Gener a l ment e  el  p o t e n c i a l  a c e l e r a d o r  c o i n c i d e  con el que se
api  ica a los e l e c t r o d o s  e x t e r n e s .  El s i gno menos cor r esponde  i l  caso
en que l a  l e n t e  r e t a r d a  pr i mer o  el  haz y después l o  a c e l e r a ,  siendo
2
k > 0 .  El par âmet r o  r e p r é s e n t a  l a  semi anchura de l a  d i s t r i b u c i ô n  y - 
depende de l a  geomet r i a  y p o l a r i z a c i ô n  del  s i s t e ma .  Una c a r a c t e r î s t i - 
ca i m p o r t a n t e  de l a  e x p r e s i ô n  ( I I I . 6)  para V ( z )  es que al  ser  i n t r o d u  
c i da  en l a  ecuac i ôn ( I I . 8)  de l a  t r a y e c t o r i a  g a uss i ana ,  és t a  auede ij i  
t e g r a r s e  a n a l i t i c a m e n t e  , r e s u l t a n d o
C, d sen w(E + C, )
» ( : )  =      ( " '  8)
en donde
ai
tu = 1 + , % = cot  *
( I I I . 9)
Las const ant es  Cj  y Cg se de t er mi nan a p a r t i r  de los v a l o ­
res i n i c i a l e s  de l a  t r a y e c t o r i a .  P a r t i c u l a r i z a n d o  para l as  t r a y e c t o -  
r i a s  cor respond i entes se pueden c a l c u l a r  l os  puntos c a r d i n a l e s  y los 
c o e f i c i e n t e s  de a b e r r a c i ô n .  Como e j empl o damos l as  s i g u i e n t e s  a p r o x i -  
maci ones ,  que son a p l i c a b l e s  con un margen de e r r o r  que puede l l e g a r  
a s u p e r a r  en algunos casos el  10%.
0 < <  1
f  _ 64 / 1 - k
3 it
2k 2
- 1  < k^  < 0
f   ^ 64 ( l + k Z ) 3 / 2
3ir
—  .  J  ( j ) ^  + 3 ( i ) ^  ( — . ^ )  (111.10)
 ^ °  k; l + 3k^/ 4d
r  '  2 ( f )  ( -----l+3k^/4
En los v a l o r e s  de I I I . 10,  f  r e p r é s e n t a  l a  d i s t a n c i a  f oca l  - 
o b j e t i v a .  Como puede v e r s e ,  l as pr opi edades de l a  l e n t e  quedan e x p r e -  
sadas en f unc i ôn  de los parâmet ros d y k e x c l u s i v a m e n t e . Estos r e s u l ­
t a d o s ,  s i  bien en su d l a  c o n s i t u t u y e r o n  un avance i mp o r t a n t e ,  al  mi s ­
mo t i empo que una e l e g a n t e  r e s o l u c i ô n  del  probl ema,  t i e n e n  el  i nconve
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n i e n t e  de ser  a p l i c a b l e s  sol o  a l e n t e s  d é b i l e s ,  s i endo i n d u  so una 
apr ox i mac i on  mas i n e x a c t a  que l a  de R e g e n s t r e i f .
Un nuevo avance en es t a  l i n e a  l o  r e p r é s e n t a  el  t r a b a j o  r e a ­
l i z a d o  por Kanayo e t  a l .  ( 1 9 6 6 ) ,  que combinando los dos métodos a n t e ­
r i o r e s  con r e s u l t a d o s  e x p é r i m e n t a l e s  e i n t r o d u c i e n d o  al gunas m o d i f i e ^  
c l ones  c o n s t i t u y e  el  p r i me r  e s t u d i o  que reaTmente se puede a p l i c a r  a 
di senos d e n t r o  de un margen de e r r o r  a c e p t a & l e .  RodrTamos r esu mi r  los  
aspect os mas destacados en los s i g u i e n t e s  puntos:
2
a)  Ca l cu l  an el  v a l o r  de k a p a r t i r  del  p o t e n c i a l  de R e g e n s t r e i f  modi  
f i c a n d o l o  para t e n e r  en cuent a  con mayor apr ox i mac i on  el  espesor  - 
del  e l e c t r o d o  i n t e r m e d i o ;  para e l l o  supeirponen t i e s ,  c u a t r o  o c i n -  
co f u nc i ones  del  t i p o  ( I I I . l ) .  También modi f l ean  al gunas c o n d i c i o ­
nes de cont or no  quedando en d e f i n i t i v e  ilas s i g u i e n t e s  a p r o x i ma c i o -  
nes:  1) Apr ox i mac i on de t r è s  e l e c t r o d o s  (0 < Z j / R j  1  0 . 5 ) ,  =
= V ( z j )  ; 2)  Apr ox i maci on de c u a t r o  e l e c t r o d o s  ( 0 . 5  < Z j / R^  < 1 . 5 ) ,
Vj  = V(1 Z j ) ;  3) Apr ox i mac i on de c i n c o  e l e c t r o d o s ,  ( 1 . 5  < Z j / R j ) ,  
Vj  = V ( 0 ) .  Vj  = V ( t  Z j ) .
Anadiendo en todos l os  casos l a  condi c i ôn  Vg = V ( î  Zg) se - 
t i e n e  el  numéro de ecuaci ones  n e c e s a r i o  para poder  h a l l a r  todos los  
c o e f i c i e n t e s  de l a  combi naci ôn l i n e a l .
b) El parâmet ro  d r e p r é s e n t a  l a  d i s t a n c i a  respect o  del  o r i g e n  a l a  que 
l a  d i s t r i b u c i ô n  en forma de campana se reduce a l a  mi t ad  de su va-
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l o r  ma xi  mo. Para su c â l c u l o  u t i l i z a n  la s i g u i e i i t c  e x p r e s i ô n ,  ob­
t e n i d a  empleando una aproxiniac i ôn l i n e a l  de V ( z )  e n t r e  z =0 y 7~Zp
n Zg k 2 / 2
d = ---------f — —  { I  11 . 11 )
k ^ - ( l - V { z g ) / V ^ )
siendo n un f a c t o r  de c o r r e c c i ô n  que se a j u s t a  de acuerdo con r e ­
su l t ados  e x p é r i m e n t a l e s .  Por e j e m p l o ,  obt i enen n 8x10 +
+ 1 . 06 para el  caso Rj = Rg.
c)  Cuando el  espesor  del  e l e c t r o d o  c e n t r a l  es gr ande ,  Z j / R j  > 1 . 5 ,  
l os r e s u l t a d o s  d i f i e r e n  not ab l cment e  de l os  obt eni dos por computa-  
ciôn numér ica de l as  t r a y e c t o r i a s .  Para t a i e s  casos proponen una - 
d i s t r i b u c i ô n  en forma de dobl e campana que parece asemej ar se  mâs a 
l a  v e r d ader a .  No o bs t a n t e  l os e r r o r e s  en los r e s u l t a d o s  son bastan  
te grandes y hemos dej ado a un l ado el  e n t r a r  en d e t a l l e s  a c e r c a - 
de esta nueva a p r o x i m a c i ô n ,
En un t r a b a j o  p o s t e r i o r  Yamazaki  ( 1973 )  e s t u d i a  l as  p r o p i e ­
dades de la l e n t e  empleando una d i s t r i b u c i ô n  gaussi ana de forma que - 
el  p o t e n c i a l  en el  e j e  se aproxima por l a  f unc i ôn
V ( z )  = { 1 + k2 exp ( -  | - ) 2  ) ( 1 1 1 . 1 2 )0 3g
siendo k^ el  v a l o r  d e f i n i d o  en ( I I I . 7) y ag l a  d i s t a n c i a  r espec t o  del  
or i gen  a l a que l a  d i s t r i b u c i ô n  se reduce a l / e  en su v a l o r  mâximo.
La ecuaci ôn ( I I I . 12) se a j u s t a  mejor  a los v a l o r e s  r e a l e s  -
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del  p o t e n c i a l  en l a  l e n t e  e i n z e l  que l a  d i s t r i b u c i ô n  de G l a s e r ,  pero 
t i e n e  el  i n c o n v e n i e n t e  de que no pueden i n t e g r a r s e  a n a l i t i c a m e n t e  1 as 
ecuaci ones de l as  t r a y e c t o r i a s .
En l a  misma p u b l i c a c i ô n  y como a l t e r n a t i v e  mej or  Yamazaki  - 
propone m o d i f i c a r  l a  apr ox i mac i on  de c i nco e l e c t r o d o s  para el  p o t e n ­
c i a l  de R e g e n s t r e i f ,  o b t e n i é n d o l a  medi ant e  l a  combi naci ôn
VgCz) = Cj  V j Cz )  + Cg ( z )  ( 1 1 1 . 1 3 )
en donde y son l a  a p r ox i mac i on  de t r ès  y c u a t r o  e l e c t r o d o s  r e s -  
p e c t i  vament e . El p o t e n c i a l  en un punto f ue r a  del  e j e ,  i j>(p,z),  l o  calcu^ 
l a  medi ant e  el  d é s a r r o i  l o  ( I I . 2) e impone l as co nd i c i o n e s  <|>(r j ,0)  = Vj  
<|>(Rj, + Z j )  = V|  y <t»(Rg, 1 Zg) = Vg ; para estas c on d i c i o n e s  r é s u l t a  
Cj  = Cg = 0 . 5  y el  p o t e n c i a l  queda en l a  forma
V g( z )  = f g  { - z  t g ' l  ( z / R j )  -  ^  I ( z - Z j )  t g ' l  +
1 z+z ,  , Z-Zp
+ ( z  + Z j )  tg ( - R - p )  } -  2 ( R j - R g )  + ( z - Z g )  t g ' ^  ( - ^ - )  +
1 z + z?
+ ( z  + Z g )  t g - 1  ( - ^ )  } ( I I I . 14)
En el  caso e s p e c i a l  0 < Z j / R j  < 0 . 5 ;  l a  ecuaciôn I I I . 14 r e p r é s e n t a  
con muy buena apr ox i mac i on  e l  p o t e n c i a l  de l a  l e n t e .
En l a  misma l ï n e a  de los a n t e r i o r e s  se e ncuent r a  un ampl i o  
e s t u d i o  r e a l i z a d o  por Kanaya y Baba ( 1 9 7 8 ) ;  el  fundamento del  mismo se 
e n cuent r a  en el  t r a t a m i e n t o  a n a l i t i c o  suger i do por Lenz ( 1 9 5 6 )  para
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l e n t e s  e i n z e l  con enfoque ma g ne t os t â t i c o .  As î ,  l a  d i s t r i b u c i ô n
\l>(z/a) = i}j(0) exp { —  k tg~^ ( z / a ) ^  } ( 1 1 1 . 1 5 )
/ 3
puede ser  u t i l i z a d a  para el  c â l c u l o  del  pot enc i a l  V( z )  en forma s i m i ­
l a r  a l a  de Gl aser  y Gauss,  Los puntos c a r d i n a l e s  y las aber r ac i ones  
e s f é r i c a  y cromât ica quedan expresadas a n a l î t i c a m e n t e  en f unci ôn de 
t r è s  parâmet ros:  el  coc i e n t e  l a  semianchura de la d i s t r i b u ­
c i ôn d , que segûn ( 1 1 1 . 1 5 )  estâ dada por
n l n ( l + V ^ / 2  * ( 0 ) )  m-1
d = a { tg (  r T T V r j T ^ Ô T T ^   ^ ( I I  1 . 16)
y el  v a l o r  de m que v i ene impuesto por l as c a r a c t e r i s t i c a s  de la geo­
me t r i a  de l a l e n t e ,  en e s pe c i a l  por el  espesor del  e l e c t r o do  c e n t r a l .  
A s i ,  m = 1.7 r eprésent a  una l e n t e  de l gada,  m = 2 . 45  repr ésent a  una 
l e n t e  grues a y el  rango m -  1 . 8  - 2 . 0  comprende las geomet r î as mâs 
usua l es .  Los parâmet ros m, d y i|>(0) son cal  cul  ados aprox i madamente 
comparando con el  po t e nc i a l  de Re g e n s t r e i f  los va l or es  de l a  funci ôn  
complementar ia de ( I I I . 16) y con la  ayuda de medidas e xpér i ment a l es .
En una l i n e a  d i f e r e n t e  de l a  a n t e r i o r  se s i t u a  el  t r a b a j o  - 
de Read ( 1 9 6 9 ) ,  aunque también pa r t e  de una so l uc i ôn  a n a l i t i c a  de l a  
ecuaciôn de Lapl ace.  Esta ecuaciôn es r e s u e l t a  para una geomet r i a  que 
r epr ésent a  con bas t an t e  aproxi maci on una l en t e  e i n z e l  cuyos e l ec t r o dos  
t i enen  un espesor despreci  abl e  f r e n t e  al  diâmet ro de las a b er t u r as  o 
l a  separaci ôn i n t e r e l e c t r ô d i c a .  F i gura  I I I . 2.
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n n' r
£ D , D j  H
Vg Vi Vg
Fi gura  I I . 2 . -  GeometAla paxa z l  zAtad-Co dz una I z n t z  z ln z c Z  poA e l  
método dz c o l o c a c l â n  pAopuzAte poA Rzad ( I 9 é 9 ) .
El problema se c i e r r a  i n t r o d u c i e n d o  un c onj unt o  de c i l i n -  
dros de d i âmet r o  D ' ,  los c i l i n d r o s  en l a  region I y I ' se encuent r an  
a p o t e n c i a l  Vg y los p o t e n c i a l e s  de los c i l i n d r o s  I I  y I I '  v a r i a n  1 i 
neal mente desde Vj  en z = 0 hast a  Vg en z = A.
Los c i l i n d r o s  se i n t r od u c e n  con el  o b j e t o  de f a c i l i t e r  la  
r e s o l u c i ô n  de l a  ecuac i ôn de Lapl ace  y apenas a f e c t a n  al  v a l o r  de 
V ( z )  con t a l  que D'  ^ 2A, 2Dj  y 2Dg.  Los d é s a r r o i l o s  que supone para  
el  p o t e n c i a l  en l as  r e g i o ne s  I y I I  son resjnect i  vamente
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N
V j ( p , z )  = Vg + expCp^z)
V, - Vg
V i j ( p , z )  = Vj  + — f )  z ( 1 1 1 . 1 7 )
N
+ E { e x p ( - p ^ z )  + e x p ( p ^ z )  } J ^ / p ^n )
donde los numéros p^ son los ceros sucesi vos de l a  f unc i ôn  Jg^Rn^' ^^)  
Los p o t e n c i a l e s  I '  y I I *  son s i m é t r i c o s  de I y I I ;  por o t r a  p a r t e  l a  
c o n d i c i ô n  V j ( p , A )  = V j j ( p , A )  para todo p comprendido e n t r e  cero y 
0 , 5  D' reduce el  numéro de parâmet ros i ndependi en tes A^, Bg y a 2N
La forma de l as  ecuaci ones  ( I I I . 17) asegura aut omât i cament e  
que l as  condi c i ones  de cont or no para cl  p o t e n c i a l  se s a t i s f a c e n  en 
z = i « y e n p =  0 , 5  D ' .  Se debe c u m p l i r  también que el  p o t e n c i a l  en 
l os  e l e c t r o d o s  sea V  ^ o Vg r e s p e c t i v a me n t e  y el  campo e l é c t r i c o  contl^ 
nuo al  pasar  de una r e g i ô n  a o t r a .  El método empleado por Read,  deno-  
minado de " c o l o c a c i ô n " , c o n s i s t e  en o b l i g a r  a que se cumplan di chas - 
c ond i c i ones  en M puntos d i s c r e t o s  si endo M ^  2N. Con M - 800 y N = 90 
o b t i e n e  un sistema de ecuac i ones  s o b r e d e t e r mi n a d o , que r e s u e l v e  por  
el método de mînimos cuadrados con un e r r o r  mâximo del  5% en los b o r ­
des de los e l e c t r o d o s .
Nosot ros hemos pr epar ado unos c â l c u l o s  u t i l i z a n d o  el  método 
de densi dades de carga a f i n  de comparar  los r e s u l t a d o s  que Read ob­
t i e n e  para l a  d i s t r i b u c i ô n  de p o t e n c i a l  en el  e j e  con los nue s t r o s .
La geomet r i a  que hemos generado const a de t r è s  d i scos con una a b e r t u -
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ra c i r c u l a r  en el  c e n t r o .  En la. Tabl a  I I l . l  se coitiparan a l gunos de e^  
tos v a l o r e s :
0 . 2 5 0 . 5 0
Z/A
0 . 6 8 1 0 . 6 8 2 0 . 6 9 3
0 . 6 8 5 0 . 6 8 6 0 . 6 9 7
0 . 0 3 4 0 . 0 7 3 0 . 1 4 9
0 . 0 3 7 0 . 0 7 5 0 . 1 4 9
Tabl a  I I l . l . -  P o t e n t i a l  e / e  de una to^ntz z i . n z z t ,  con
ztzctftodoi>  de a p z & o f i  dz6pA.zc^abZz. Lo-i vaZc^ 
Az& Aupe.A-io^z6 coAAz6pondzn a Zo6 ob t z nZ d o i  
pofi Read { 1 9 6 9 ) ,  Zo i  Zn^zfiZon.z6 a Z a  caZcu-  
ZadoA pofL zZ Md^todo de Vzn&idadzA  de CaAga 
con 60 AubzZzctAodoA. A/P^ = I . O ;  = 0.
Tant o en 1 os cases que se p r esen t an  como en 1 os r e s t a n t e s  
propuest os  por Read l a s  d i f e r e n c i a s  que r e s u l t a n  est an  en el  orden de 
mi l és i mas  de v o l t i o .  Puesto que nosot r os  hcmos empleado un numéro ele^ 
vado de s u be l e c t r o d o s  y 1 os c a l c u l o s  se r e a l i z a n  con dobl e p r e c i s i o n  
pensamos que estos r e s u l t a d o s  son b a s t a n t e  prdximos a 1 os v a l o r e s  exac^
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t o s .  El  mayor i n c o n v e n i e n t e  de l a  apr oxi maci ôn de Read es que su apl j^ 
cac i ôn  se l i m i t a  a v a l o r e s  de Zj  d e s p r e c i a b l e s  t r e n t e  a o t r a s  dimen-  
s i  o n e s .
I I I . 1 . 2 , -  Métodos numêr i cos para l a  obt enci ôn del  p o t e n c i a l  en el  e j e .
Como hemos v i s t o  en el  a par t ado  a n t e r i o r ,  una f o r m u l a c i ô n  - 
a n a l i t i c a  para el  p o t e n c i a l  en el  e j e  de l a  l e n t e  puede l l e v a r  a r e ­
s u l t a d o s  c o r r e c t e s  pero en g e n e r a l ,  con sé r i a s  res t r i c c i ones t a n t o  en 
l a  g eomet r î a  de l a  l e n t e  como en el  range de o pe r a c i ô n .  Como a l t e r n a ­
t i v e  se r e c u r r e  a l as t é c n i c a s  numér i cas;  aunque en p r i n c i p l e  la reso  
l u c i ô n  del  problema suponga mayores necesidades de t i empo de computa-  
c i ôn  y de memor ia,  como c o n t r a p a r t i d a  son mucho mis v e r s a t i l e s  y el  - 
e r r o r  en 1 os c a l c u l e s  puede s u p e d i t a r s e  a las e x i g e n c i e s  del  d i seno.
Dos son l as  t é c n i c a s  que con mayor f r e c ue n c l a  se han a p l i c a d o  al  es t u  
di o  de l a  l e n t e  e i n z e l :  e l  método de r e l a j a c i ô n  y el  de densi dades de 
c a r g a .  Y a hemos comentado algunas de l as  v e n t a j a s  que,  a nuest r o  pare  
c e r ,  t i e n e  el  segundo de e l l o s  t r e n t e  al  pr imero y ma s a d e l a n t e  t e n -  
dremos ocasi ôn de compar ar l os  d e t a l 1adamentc; ahora b i e n ,  el  método - 
de r e l a j a c i ô n  r é s u l t a  muy s i mpl e  en cuanto a su puesta a punt o ,  ya 
que so l o  r e q u i e r e  e t e c t u a r  un mal l ado  c o r r e c t o  de la  r eg i ôn  en e s t u d i o  
y por e l l o  se u t i l i z a  con t r e c u e n c i a  en todo t i p o  de problemas e l e c t r o ^  
t â t i c o s .
El p r i mer  e s t u d i o  i mp o r t a n t e  que api  ica el  método de r e l a j a ­
ci ôn es el  r e a l i z a d o  por E l - K a r e h  y St urans  ( 1 9 7 2 ) ,  que c a r a c t e r i z a n
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d i v e r s a s  geomet r î as  dando una &e r i e  de t a b l a s  para l as d i s t a n c i a s  f o ­
cal  y f o c a l - m e d i a  o b j e t i v a s ,  y l as  a b e r r a c i o n e s  e s f é r i c a  y c r c mât i c a .  
La forma de l a  l e n t e  es s i m i l a r  a l a  r e pr e s e n t a da  en la  F i gura  I I I . 1,  
con H = 2Rg,  Tg = R^/4 y R^ 1  2R j ,  2Rg y 2A.
0
R
Va
0
Fi gura  I I I .  3 . -  PzpAZA z n t a c . Â ô n  d z  a n  p u n t o  dzZ m a t Z a d o  V^,  y Z o \  c u a -  
tAO p u n t o A  mdA pAdx.ZmoA u t Z Z i z a d o A  zn  l a  A Z A o l u ' . Z ô n  d z  
Za zcucLzZôn d z  LapZacz poA z t  m d t o d o  d z  A z Z a j a c : . â n .
E l - Ka r e h  y St urans  emplean el  método de Liebman e x t r a ï o l a d o ,  
que a veces se denomi n a ' ' s o br e - r e l  a j a c i ô n  s uc e s i v a " .  Ref  i r i  éndoios a la  
Fi gur a  I I I . 3 ,  el  p o t e n c i a l  en l a  i t e r a c i é n  n+1 v i ene  dado p»r
y n+1 _ yO + 
0 0
O u . 18)
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si endo
A = 1 + 2^~" ’ B = 1 -  2^ - ( 1 1 1 . 1 9 )
El f a c t o r  de conver genci a  w, debe e ncont r a r sc  e n t r e  1 os va-  
l o r e s  1 y 2,  cuando w = 1 l a  ecuacion ( 1 1 1 , 1 8 )  se reduce a 1 método de 
Liebman o r d i n a r i o ,  s i  w ^  2 el  método se hace i n e s t a b l e .  Para v a l o r es  
i n t e r med i os  l a  r a p i d e z  de conver genci a  puede o p t i mi z a r s e  e l i g i e n d o  
adecuadamente w; se demuestra que para el  problema de D i r i c h l e t  est e  
v a l o r  Optimo es ( e . g .  Durand,  T . I I I - 1 9 6 6 ) ,
1 + /T -T 'T
( I I I . 20)
para una reg i on  de cont orno r e c t a n g u l a r  con un mal l ado de ( p + l ) x ( q + l )  
puntos,  X v i ene dada por
X = 1 (cos ^  + cos -J-)  ^ ( I  I I .  21)
Los r e s u l t a d os  de e s t e  t r a b a j o  parecen e s t a r  en buen ac ue r -  
do con 1 os obt eni dos por Vine ( 1960)  que hace una s i mul ac i on  con mal la 
r e s i s t i va ,  y d i f i e r e n -  algo mas ( de l  orden del 10%) con 1 os de Read 
( 1969)  para el  caso p a r t i c u l a r  T j  = 0 .
En un t r a b a j o  p o s t e r i o r  Shi mi zu y Kawakatsu ( 1 9 7 4 ) ,  a p l i c a n  
el  mismo método de s o b r e - r e l a j a c i ô n  sucesi va a una l e n t e  e i n z e l  para 
obt ener  1 os v a l o r es  del  p o t e n c i a l  en el  e j e ;  1 os r e s u l t a d o s  1 os expre  
san en f unc i ôn  de 1 os paramét rés y d en una forma s i m i l a r  a l a  uti^
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l i z a d a  por Kanaya el  a l .  ( 1 9 6 6 ) ,  segun est i i i ian e l l o s  nn'srnos el  e r r o r
2en las g r a f i c as  supera el 10%, sobre todo en la region k - 1,  r e l a t i  
VO a ca l cu l es  mas precisos obtenidos por i n t egr ac i on  numérica de las  
t r a y e c t o r i a s .
Senalemos t ambi ên en e s t a  l i n e a ,  e l  t r a b a j o  de R i d d l e  ( 1 9 7 8 ) ;  
l as l e n t e s  que a n a l i z a  d i f i e r e n  de l as  que nosot r os  est udi amos ya que 
son todas a s i m é t r i c a s  con el  p r i m e r  e l e c t r o d e  de espesor  d e s p r e c i a b l e  
y 1 os dos r e s t a n t e s  con d i v e r s e s  espesor es  y formas de 1 os b or de s .  Es 
t e  t r a b a j o  t i e n e  para nosot r os  mucho i n t e r é s  como p o s i b l e  o b j e t o  de - 
e s t u d i o  en un f u t u r o ,  ya que muest ra  que l as  c o n f i g u r a c i o n e s  asi mét r i ^  
cas sue l en  t e n e r  menos a b e r r a c i o n  e s f é r i c a ,  pudiendo l l e g a r  a d i s c n a r  
se l e n t e s  con un v a l o r  minime para es t a  c o n s t a n t e .
En cuanto al  método de densi dades de c a r g a ,  aunque ya f ue  - 
su ge r i d a  su p o s i b l e  u t i l i d a d  en e l  e s t u d i o  de l e n t e s  por H i g g i n s  e t  
a l .  ( 1 9 5 1 ) ,  ha s i d e  a p l i c a d o  s o l o  r e c i e n t e m e n t e  por Road e t  a l .  ( 1972 )  
al  e s t u d i o  de l e n t e s  c i l i n d r i c a s  de dos y t r è s  e l e c t r o d e s  y mas t a r de  
por H a r t i n g  y Read ( 1 9 7 6 )  a l as  de dos y t r è s  e l e c t r o d e s  p i a no s .  En - 
ambos casos para l a  o b t e n c i ô n  de 1 os c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  emplean 
l a  apr ox i mac i ôn  de carga l i n e a l  que hemos descr i  to en el  a p a r t a d o  1 . 3 .  
En l a  segunda p a r t e  del  c a p i t u l e  tendremos ocasi ôn de a n a l i z a r  con de 
t a l l e  l as  c a r a c t e r i s t i c a s  de e s t a  a pr ox i mac i ôn  y 1 os r e s u l t a d o s  que - 
con e l l a  se o b t i e n e n .
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1 1 1 . 2 . -  APLICACION DEL METODO PE DENSIDADES DE CARGA AL ESTUDIO DE LA 
LENTE EI NZEL.
En e s t e  apar t ado  présentâmes I os r e s u l t a d o s  obt e n i dos  me - 
d i a n t e  l a  a p l i c a c i ô n  del  método que hemos puest o a punt o ,  al  e s t u d i o  
de l a  l e n t e  e i n z e l .  Hemos s e l e c c i o n a d o  para e l l o  unas g eomet r î as  st an  
d a r d ,  quedando si empre a b i e r t a  l a  p o s i b i l i d a d  de abor dar  c u a l q u i c r  d j  
seno e s p e c i f i c o .  También se comparan nuest r os  r e s u l t a d o s  con 1 os de - 
o t r o s  a u t o r e s  concl uyendo con una d i s c u s i ô n  de 1 os mismos y de l as  po 
s i b l e s  v e n t a j a s  de nues t r o  método r espec t o  de 1 os empleados hast a  aho 
r a .
La g eomet r i a  que hemos generado para s i m u l a r  est a  l e n t e  se 
e ncuent r a  r e p r e s e n t a d a  en Ta F i gu r a  I I I . 1; se ha d i v i d i d o  l a  mi sma en 
un t o t a l  de 112 s u be l e c t r o d o s  aunque debi do a l a  s i m e t r i a  del  p r o b l e ­
ma el  numéro de ecuaci ones del  s i s t ema a r e s o l v e r  se d i v i d e  por dos - 
Con e l  f i n  de r e d u c i r  a un inînimo e l  t i empo de c a l c u l e ,  conservando - 
un margen de e r r o r  a c e p t a b l e ,  hemos u t i l i z a d o  1 os s i g u i e n t e s  c r i t e r i o s  
al  e f ec t ua . r  l a  d i v i s i o n :  a) D i v i s i o n  nu u n i f o r me ,  de manera que 1 os - 
s u b e l e c t r o d o s  se e s t r e cha n  a medida que se acer can a l es  bor des;  ya - 
hemos v i s t o  en el  p r i me r  c a p i t u l e  l as  v e n t a j a s  de es t e  t i p o  de d i v i ­
s i o n .  b) El numéro de s u b e l e c t r o d o s  es compar a t i vament e  mayor en l as  
r eg i ones  del  cont or no que es t ân  prôximas al  e j e  que en l as  mâs a l e j a -  
das;  e s t e  c r i t e r i o  es de a p l i c a c i ô n  l ô g i c a  t e n i e n do  en euent a  l a  natu  
r a l e z a  del  problema y 1 os t é r mi nos  en 1 os que se p l a n t e a  su s o l u c i ô n .
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Algunos de l es  paramèt res r epresentados en la  F i gur a  I H . l  
van a pernianecer f i j o s  en todos 1 os casos ya que no i n f l u y e n  en el  
coinportamiento de l a  l e n t e  y tan solo s i r ven para d e l i m i t a r  el contor^ 
no; estos paramèt res son: e l  r ad i o  e x t e r i o r  de las p l a ç a s ,  = 2 . 5D;  
l a a l t u r a  del  c i e r r e  i gual  a 8 . 2  veces el mayor de e n t r e  1 os v a l o r es  
de A y D, y l a  separac i ôn e n t r é  l a  l i n e a  a p o t e n c i a l  Vg y l a  pl aça in^  
t e r med! a , L = 0 . 1  R^. Por o t r a  pa r t e  siempre consi deraremos 1 os r a d i o  
i n t e r i o r  y e x t e r i o r  de l as a ber t ur as  i g u a l e s ,  = Dg = D, as i como - 
1 os espesores de l as plaças = Tg = T.  Los e l e c t r o d e s  e x t e r i o r e s  se 
mant ienen a p o t e n c i a l  uni dad,  Vg = 1 V , y e l  c e n t r a l  es v a r i a b l e  - 
siendo el  que détermina l a  pot enc i a  de l a  l e n t e ;  t a n t o  Vj  como Vg se 
miden con r espect o al  p o t e nc i a l  para el  que 1 os e l e c t r o n e s  t i e ne n  una 
energi a  c i n é t i c a  nul a ( gener a l ment e  el  câtodo e mi s o r ) .  Una forma muy 
f r ecuen t e  de t r a b a j o  es conect ar  a dicho pot e nc i a l  el  e l e c t r o d o  i n t e £  
medio,  Vj  = 0;  en e s t e  modo de oper aci ôn se l e  denomina l e n t e  e i n z e l  
"uni  po t enc i a l  .
111.2 . 1 . -  P r e c i s i on  del  c a l c u l e  de p o t e n c i a l e s .
El pr i mer  paso antes de segui r  el  e s t ud i o  es comprobar l a  - 
e x a c t i t u d  con que se ha r e s u e l t o  el  c â l c u l o  del  p o t e nc i a l  creado por 
l a  d i s t r i b u e  i on.  Dada la compl e j i dad  del  problema por la gran c a n t i -  
dad de v a r i a b l e s  que i n t e r v i e n e n  en é 1 y las a p r o x i ma c i ones que se 
han hecho,  no parece pos i b l e  un t r a t a mi e n t o  matemât i co r i gur o so  para 
a n a l i z a r  el  e r r o r ;  en l a  b i b l i o g r a f l a  consul tada no es t r a t a d o  es t e  - 
aspect o . Sin embargo teni endo en cuenta como se r e a l i z a n  dichas apro-
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x i mac i ones  cabe f o r m u l a r  a l gunas h i p ô t e s i s  acerca  de l as  r e g i on e s  en 
l as  que e s t e  e r r o r  puede ser  mâs gr ande.  Estas h i p ô t e s i s  quedaron p i e  
namente conf  i rmadas en el  caso del  d i sco  a p o t e n c i a l  uni dad que se es - 
t u d i ô  en el  ap ar t ad o  1 . 2  y suponemos que son i g ua l ment e  a p l i c a b l e s  a 
o t r o s  probl emas e l e c t r o s t â t i c o s .  A s î ,  el  e r r o r  debe ser  mayor en 1 os 
puntos s i t u a d o s  sobre 1 os conduct or es  ya que ne c e s a r i a me nt e  se encuen^ 
t r a n  prôximos o per t enecen  a a l gunos de 1 os s u b e l e c t r o d o s  ( véase  l a  
d i s c u s i ô n  que hi c i mos en e l  e s t u d i o  del  d i s c o ) ;  adcinâs e s t e  e r r o r  
aumenta al  a c e r c a r s e  a 1 os bordes ya que l a  d i s t r i b u c i ô n  de carga v a ­
r i a  muy r âp i dament e  y nosot r os  l a  hemos d i s c r e t i z a d o  supon i éndo l a  con£  
t a n t e  en cada sube1e c t r o d o . En puntos f u e r a  de 1 os conduct ores  y a l e -  
j ados  de 1 os bordes el  e r r o r  debe d i s m i n u i r  co ns i d e r a b l e m e n t e . Como -  
p o s i b l e  comprobaciôn se ha c a l c u l a d o  el  p o t e n c i a l  en una s e r i e  de pun^  
tos que se p r esent an  en l a  T a b l a  I I I . 2;  se han i n c l u i d o  puntos sobre  
l es  e l e c t r o d o s  donde el  p o t e n c i a l  es conoci do y ademâs o t r o s  que nos 
i n t e r e s a r â n  p o s t e r i o r m e n t e . El compor t ami ent o es por  1o ge ne r a l  e l  e^ 
p er ado,  aumentando é l  e r r o r  en l as  pr ox i mi dades  de 1 os bor des .  Notemos 
que e s t e  es mayor en puntos del  cont or no d i s t a n t e s  del  e j e  ( p / D  = 2 . 5 )  
mi e n t r a s  que en 1 os mâs prôximos ( p / D  -  0 . 5 )  no l l e g a  a l as  ocho m i l e  
simas de v o l t i o .  Para o t r o s  v a l o r e s  de Vj  se o b t i e n e n  r e s u l t a d o s  simi^ 
l a r e s  aumentando al  go 1 os e r r o r e s  en l a  r e g i ôn  en l a  que l a  p o l a r i z a -  
c i ôn es al  t a ,  por e j empl o  V^/ Vg = 4 0 . ,  s i n l l e g a r  a s u p e r a r  el  2 ô 3% 
en 1 os puntos mâs c r i t i c o s .
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p/D
z/D ^ < -L ^
0 . 5 1 . 0 1.5 2 . 5
0.
- 1 . 5 x 1 0 ’  ^
( 0 . 0 )
- 2 . 2 x 1 0 "^ 2 . 8 x 1 0 ' ^ 0.  17
0 . 0 5
7 . 1 x 1 0 " ^
( 0 . 0 )
- 2 . 4 x 1 0 “ ^
( 0 . 0 )
2 . 9x10" ^
( 0 . 0 )
6 . 4 x 1 0 ' ^  
( 0 . 0 )
0 . 4 5
0 . 9946
( 1 . 0 )
1.0001
( 1 . 0 )
1. 0013
( 1 : 0 )
0 . 9 9 6 5
( 1 . 0 )
8 . 0 1 . 0000 1 . 0000 1 . 0002
1. 0026  
( 1 . Ô)
8.  2
1 . 0001
( 1 . 0 )
1.0001
( 1 . 0 )
1. 0009
( 1 . 0 )
0 . 9823
( 1 . 0 )
Tabl a  1 1 1 . 2 . -  V a t o A z A  o b t z n Z d o A  n u m é A t z a m z n t z  p aA a  z t  p o t z n c t a t  z n
p u n t o A  Ao bAz  t o A  z l z c t A o d o A  dz l a  t z n t z  o may pAôxÂmoA 
a z t t o A .  E t  ndmzAo Znj^zAÂoA q uz  A z  p c n z  z n  a t g a n o A  ' d z  
t o A  c aa dAo A ( p a n t o A  AobAZ z t z c t f o d o A )  c o A A z A p o n d z  a t  
v a t o A  z x a z t o  d z t  p o t z n z t a t .
A/P = 0 . 5 ,  T / V  = 0 . 0 1 ,  l/j/Pg = 0 .
Segun hemos v i s t o  en el  C a p i t u l o  I I ,  t a n t o  en el  c â l c u l o  de 
d i s t a n c i a s  f o c a l e s  como en el  de l as  a b e r r a c i o n e s ,  sol o es p r e c i s e  h^ 
l i a r  el  p o t e n c i a l  y sus de r i v a da s  en el  e j e  1o cual  nos hace suponer  
que el  e r r o r  con que vamos a t r a b a j a r  es minimo,  pr i mero porque estos
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puntos del  e j e  s iempre est ân  a l e j a d o s  de les bordes de la  ge ome t r i a  y 
segundo porque l as expr es i ones  que se u t i l i z a n  segûn v imos,  son mucho 
mâs s i mpl es  que l as  g é n é r a l e s  empleadas al  ob t ener  l a  Tabl a  I I I . 2 ,  con 
1 0  cual  el  e r r o r  por redondeo siempre es menor.  As i puus y cons i de l'an 
do 1 os e r r o r e s  en di cha  t a b l a ,  se pueden dar como e r r o r  un v a l o r  i n f e  
r i o r  en g ener a l  al  0.5% para el  p o t e n c i a l  en el  e j e  de l a  l e n t e .  Es -  
p o s i b l e  d i s m i n u i r l o  d i v i d i e n d o  l a  geomet r i a  en un numéro mayor de su-  
bel  e c t r o d o s ,  pero e l l o  no i n t e r e s a  pues ha rfe ser  a costa de aument<i  
co ns i d e r a b l e me n t e  el  t i empo de c â l c u l o  y creemos que,  a n i v e l  de d i s ^  
no,  e s t e  e r r o r  es b a s t a n t e  a c e p t a b l e .
En l a  F i gura  I I I . 4 se han d i bu j ado el  p o t e n c i a l  y l as  cua-  
t r o  pr i meras d er i vad as  en el  e j e  de une lenae e i n z e l  t i p i c a .  Los va l o  
res del  p o t e n c i a l  se o b t i e n e n  a p a r t i r  de las ecuac i ones  ( 1 . 3 3 )  y 
( 1 . 3 6 )  y 1 os r e s t a n t e s  por d e r i v a c i o n e s  suces i vas .
I I 1 . 2 . 2 . -  D i s t a n c i a s  f o c a l e s .
Estos pa r a mè t r e s ,  d i s t a n c i a  f o c a l  y f o c a l - m e d i a ,  son 1 os 
mâs i mpor t ant es  para l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  de l a  l e n t e  en l a  zona p a r a ­
x i a l ,  pues una vez conoci dos se r e s u e l v e  f â c i l m e n t e  el  probl ema de la  
formaci ôn de imâgenes.  Como ya v imos,  l a  manera de o b t e n e r l o s  es a - 
p a r t i r  de un rayo que e n t r a  en la l e n t e  desofie el  i n f i n i t e  ( r e g i ô n  de 
campo nul o)  p a r a l e l o  al  e j e ;  una vez que ésfle a t r a v i e s a  l a  l e n t e ,  el  
c o r t e  de l a  a s î n t o t a  con el  e j e  d é t e r mi na  la p os i c i ô n  del  foco imagen.  
Para el  c â l c u l o  de e s t a  t r a y e c t o r i a  se ha empleado el  método de Runge-
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Kut t a  resi imido en l as  ecuac i ones  ( 1 1 . 4 5 )  y ( 1 1 . 4 6 ) .  Con el  f i n  de a se 
g u r a r  que el  e r r o r  del  método de i n t e g r a c i o n  de l a  t r a y e c t o r i a  sea 
s i empr e  i n f e r i o r  al  i n t r o d u c i d o  por el  de l  c a l c u l e  de p o t e n c i a l  se ha 
puest o un paso de i n t e g r a c i o n  r e l a t i v a m e n t e  pequef ïo;  con r es pe c t o  a -  
l a s  ecuac i ones  ( 1 1 . 5 1 )  e l  v a l o r  de m es s i empr e mayor o i g u a l  a 150.  
Este  c r i t e r i o  se adopté  v a r i a ndo  m hast a  que 1 os r e s u l t a d o s  no se nio- 
d i f i c a b a n  a p r e c i a b l e m e n t e  a l  r e d u c i r  l a  l o n g i t u d  del  paso.
Una buena comprobaci ôn de que l a  d i s t a n c i a  f o c a l  o b t e n i d a  - 
es c o r r e c t e ,  dado que el  e r r o r  es a c u mu l a t i v o  a 1o l a r g o  de l a  t r a y e c  
t o r i a ,  c o n s i s t e  en i n v e r t i r  el  r e c o r r i d o  del  r a y o .  En una l e n t e  simé-  
t r i c a  r e s p e c t o  a l a  g e ome t r i a  y a l a  p o l a r i z a c i o n  de 1 os e l e c t r o d o s ,  
l a s  d i s t a n c i a s  f o c a l e s  o b j e t o  e imagen c o i n c i d e n ;  si  se toman como - 
co n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  de una segunda t r a y e c t o r i a  1 os v a l o r e s  p,  - z  y 
- t g a ,  s i endo p l a  p o s i c i ô n  r a d i a l ,  z l a  a x i a l  y a el  ângul o que forma  
con el  e j e  en su punto f i n a l ,  el  rayo i n v e r t i d o  debe s a l i r  p a r a l e l o  a 
di cho e j e  y a l a  misma d i s t a n c i a  r a d i a l  a l a  que e n t r é  el  p r i me r o .  En 
l a  Tabl a  I I I . 3 se p r e s e n t a n  al gunas de l as  pruebas que hemos r e a l i z a ­
do para d i s t i n t a s  p o l a r i z a c i ones del  e l e c t r o d o  i n t e r m e d i o .
Hay a l gunas c o n s i d e r a c i o n e s  a t e n e r  en c ue nt a .  En ge ne r a l  - 
el  e r r o r  en el  c â l c u l o  de l a  d i s t a n c i a  f o c a l  aumenta en l as  r e g i o ne s  
en que l a  l e n t e  es muy f u e r t e  o muy d é b i l .  Cuando Vj  >> Vg , una de las  
p r i n c i p a l e s  causas de e r r o r  es que el  e l e c t r o n  no e s t é  1o s u f i c i e n t e -  
mente a l e j a d o  de l as  p l aças  e x t e r i o r e s  como para poder  a segur a r  que - 
l a  t r a y e c t o r i a  comienza y acaba en r e g i o n e s  de campo n u l o ;  nosot r os  -
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- 0 . 8 0 .  ' 2 . 0 10. 40.
p(10"^m) 0 . 9 9 9 7 1 . 0000 1.0000 1 . 0 0 0 0 1 . 0 0 0 0
t g a ( l O ' l O ) 3 6 . 66 0 . 1811 0 . 4 4 6 8 - 0 . 2 9 8 3 - 0 , 5 7 7 7
Tabl a  1 1 1 . 3 . -  PoéZc/,ân ^Znat y  dnguZo con c t  c j c  dz t a  t A ayzc toA - ia  Zi
vzn . t lda  zn j junctdn dz t a  p o t a H t z a c t â n  dz t a  t z n t z .  La6
c o n d t c t o n z i  t n t c t a t z 6  d z t  Kayo d t K z c t o  Aon  
-6p = 1 . 0x10  
m = 2 0 0 .
m, tg<x = 0 , ;  A/P  = O. S;  T / V  0 . 0 5 ;
hemos comprobado que s i t u a n d o  e l  punto i n i c i a l  a una d i s t a n c i a  de 
ocho veces el  d i a me t r o  de l a  a b e r t u r a  o l a  s e p a r a c i o n  i n t e r e l e c t r ô d i - 
ca ,  e l  p o t e n c i a l  en e s t e  punto d i f i e r e  de Vg en un 0.01% como maxi  mo. 
Para l e n t e s  mâs d é b i l e s  l a  d i f e r e n c i a  es menor como puede comprobarse  
en l a  Tabl a  I I I . 2.  Cuando el  e l e c t r o n  se mueve en l a  zona de campo ni  
1o los e r r o r e s  que predomi nan en el  c â l c u l o  de l as  d e r i v a d a s  de V ( z )  
son l os de redondeo,  pudi endo r e s u l t a r  l o n g i t u d e s  de 1 paso de i n t e g r a  
c i ôn a r b i t r a r i a m e n t e  g r a n de s ,  por e l l o  se l i m i t a  l a  l o n g i t u d  mâxima - 
del  paso a un v a l o r  de 0 . 0 1  D.
Cuando Vj  < Vg,  l a  p a r t i c u l e  es r c t a r d a d a  a medida que se - 
acer ca  al  c e n t r o  de l a  l e n t e  y puede o c u r r i r  que l a  v e l o c i d a d  a x i a l  - 
l l e g u e  a hacer se  compar abl e  con l a  r a d i a l  y l a  a p r o x i ma c i ôn  de despr e
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F i gur a  I I I . 5 . -  VX.6tancÂ,a ^oc a l  { 1 , 2 )  y ^ocal -me.dla pafia
doà t e n t e s  e t n z e t  en t a  Aegtân T /V  = 0 . 1 .
Lente  1: A / V - 0 . 5 .  Lente 2: A / V = 1 . 0 ;  m = 150.
10 y
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Fi gura  I I I . G . -  V Z i ta n c ia A  ^ocaZ ( 1 , 2 )  y ^ocal-me.d'Ca ( l ' , 2 ' ]  paA.a laA  
doA le.nt<LA a l n z a l  de. t a  Ftgu^a H T . 5, en t a  f iegtân  
Vj >V^.  Lente  1: n = l .  Lente  2: n=0 . 1 ;  m = ISO,
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c i a r l a ,  que h i c i mos a l  p l a n t e a r  l a  ecuac i on  de l a  t r a y e c t o r i a  gauss ia  
n a , d e j a  de ser  v a l i d a ;  para a d m i t i r  como c o r r e c t e s  los r e s u l t a d o s .
hemos impuesto que el  ceci  ent e  e n t r e  ambas cornponentes sea menor o 
i gu a l  que 10 * ^ ,  1o que impi  i ca d e s p r e c i a r  t ér mi nos del  orden de 10  ^
en l a  ecuaci on de conser vac i ôn  de l a  e n e r g i a .
En el  range Vj  - el  e r r e r  mâs s i g n i f i c a t i v e  es el  que in  
t r oduce  el  método de i n t e g r a c i ô n  de l a  t r a y e c t o r i a ,  siendo co n v e n i e n ­
t e  u t i l i z e r  una l o n g i t u d  de i n t e r v a l o  pequena ; de tudas formas se t r ^  
ta de una r e g i o n  de poco i n t e r é s  p r â c t i c o  ya que en e l l a  el  enfoque -  
es muy d é b i l .
En l as  F i gur as  I I I . 5 y I I I . 6 se han r e pr e s e n t a do  l a  d i s t a n ­
c i a  f o c a l  f , y l a  f o c a l - m e d i a  F,  para dos geomet r î as  c o r r i e n t e m e n t e  - 
u t i l i z a d a s .  Los numéros con pr ima denotan los v a l o r e s  de F y l os  num^ 
ros s i n pr ima l os de f .  Se sue l e  t r a b a j a r  en el  rango V^/Vg < 1 p o r ­
que en es t e  l os v a l o r e s  de l a  d i s t a n c i a  f o c a l  son i.iâs pequenos;  a me­
dida que Vj  se va hac i endo mâs n e g a t i v e  l a  po t e nc i a  de l a  l e n t e  crece  
pasando por un mâx i mo; apar t i r  de un de t ermi nado v a l o r  de Vj  se v e r i f i -  
ca V ( z = 0 )  £  0 y el  e l e c t r o n  no puede a t r a v e s a r  l a  l e n t e  s i endo r e f l e -  
j a d o ,  el  s i s t ema se comporta entonces como un e s p e j o .  En l a  reg i on  
V j / V ^  > 1 l as  d i s t a n c i a s  f o c a l e s  son mayores,  sa l vo  que se t r a b a j e  
con p o l a r i z a c i ones a l t a s  ya dent r o  del  segundo o t e r c e r  rango de ope­
r a c i ô n .  La Tabl a I I 1.4 muest ra a l gunos datos de i n t e r é s  para l as dos 
l e n t e s  en e s t u d i o .
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 ^ Cuando Vj  ~ Vg l os  r e s u l t a d o s  son muy s e n s i b l e s  a l a  l ong i
tud del  paso de i n t e g r a c i o n  si endo en est e  rango l a  p r i n c i p a l  f u e n t e  
de e r r o r .
V 1 / V 2 F/D f / D Pe
Lent e 1
19 . 0
- 0 . 8 5
0 . 7 7
0 . 0 2
1.27
0 . 39
- 0 . 9
Lent e  2
11 . 0
- 0 . 3 1 5
1 , 00  
0 . 0 7
1.77
0 . 60
- 0 . 3 6
Tabl a I I  1 . 4 . -  V e t a l t e  de to6  vatofieA de laA FtguAaA 
I I I . 5 y I I I . 6 t oA que eA mZnt-
mo. eA e t  p o t e n e t a t  poA debajo  d et  
cu a t  t a  t e n t e  Ae conpoAta como un e A-  
p e j ' o .
Hemos r e a l i z a d o  d i v e r s e s  es t ud i os  compar a t i ves  de los va l o  
res de f  y F c a l c u l  ados con n ues t r o  método y l os obt en i dos  por a l g u ­
nos de los a u t o r es  c i t a d o s  a n t e r i o r m e n t e .
En l a  Tabl a  I I I . 5 se comparan dichos v a l o r e s  con los c a l c u -  
l ados por E l - Kar eh  y St urans ( 1972 )  u t i l i z a n d o  el  método de r e l a j a c i ô n ,  
para d i s t a n c i a s  f o c a l e s  o b j e t i v a s .  Cuando la l e n t e  es d é b i l  los v a l o ­
res concuerdan b a s t a n t e  b i e n ,  s i n embargo se observa un increment o de 
l as d i f e r e n c i a s  al  hacerse l a  l e n t e  mâs pot ent e  l l e g a n d o  a ser  del
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4.7% para f  y del  5.2% para F en el  caso S/R = 3.  Apar t é  de l as  p o s i -  
b l e s  d i s c r e p a n c i e s  en el  c â l c u l o  de!  p o t e n c i a l ,  nos parece que un fac  
t o r  i mpo r t a n t e  es l a  d i f e r e n c i a  en l a  a l t u r a  del  c i e r r e  ya que E l -  
Kareh y St ur ans  1o s i t u â n  a una d i s t a n c i a  i g u a l  a 2 R  por encima del  
e l e c t r o d o  e x t e r i o r  y nosot r os hemos comprobado que e l l o  puede a f e c t a r  
l os  v a l o r e s  o bt en i dos  sobre todo cuando l a  l e n t e  es f u e r t e  y l a  pene-  
t r a c i ô n  de l a s  l i n e a s  de campo a t r a v é s  de l a  a b e r t u r a  e x t e r i o r  hace 
que no podamos asegur a r  que a esa d i s t a n c i a  el  campo es n u l o .
S/R
f /
E l - K a r e h  
y St urans
fR
Método
propuest o
F/
E l - K a r e h  
y St ur ans
'R
Método
propuest o
1 . 0 5 . 6 2 5 . 7 0 5 . 5 5 5 .64
1. 5 4 . 00 4 .05 3 . 8 6 3 . 91
2 . 0 3 . 45 3 . 50 3 . 2 3 3 . 2 9
2 . 5 3 . 22 3 . 30 2 . 9 3 3 . 0 2
3 . 0 3 . 06 3 . 21 2 . 7 5 2 . 9 0
Tabl a  I I I .  5 . -  CompaAac-lôn dz laA d t A t a n c t a i  ^ocatzA ij ^ o c a t z i - m z d t a A  
obj  ct - tvaA, con toA AcAultadoA dz Et-KaAzh y StuAanA. 
r / R  = 0 . 2 5 ;  - o . ;  m = 200.
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En l a  Tabla I I I . 6 se'comparan los v a l o r e s  dados por H a r t i n g  
y Read ( 1976)  con los nuest ros para una misma geomet r i a  y d i f e r e n t e s  
v a l o r e s  de l a  p o l a r i z a c i ô n .
V 1 / V 2
f,
H a r t i n g  
y Read
/D
Método 
propues to
F,
H a r t i  ng 
y Read
Método
propuesto
40 . 1 . 59 1 . 583 0 . 16 0 . 1 7 0
20. 1. 32 1. 321 0 . 7 8 0 . 786
10. 1. 57 1. 581 1.37 1.377
0. 4 . 6 5 4 . 6 6 9 4 . 6 3 4 . 6 5 2
- 0 , 4 1 . 54 1.551 1. 50 1 . 503
- 0 . 8 0.  50 0 . 5 0 3 0 . 3 2 0 . 327
Tabl a I I I . 6 . -  CompaAactân de t a  d t i t a n c t a  ^ocat  y ^o cat -med ia  con 
toA ACAuttadoA de HaAttng y Read.
T /V  = 0 . 0 5 ;  A/V = 0 . 5 ;  m = ZOO.
Las d i f e r e n c i a s  no sobrepasan nunca el  1% sa l vo  en el  p r i ­
mer y u l t i mo  v a l o r  de l a  t a b l a  de F en donde son del  4.1% y 2.1% r e s -  
pec t i vament e .  En estos ext remes el  v a l o r  de F es pequeno y por las  
pruebas r e a l i z a d a s  sabamos que es ba s t a n t e  s e n s i b l e  a l a l o n g i t u d  del  
paso empleado en l a  i n t e g r a c i ô n  de l a  t r a y e c t o r i a .
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Por u l t i m o ,  en l a  Tabl a  I I I . 7 se comparan nuest r os  r e s u l t a ­
dos con l os obt en i d os  e x p e r i me nt a l mc n t e  por L i p p o r t  y P o h l i t  ( 1 9 5 ? ) ;  
para d i v e r s a s  g e o me t r î a s .  En gener a l  los r e s u l t a d o s  concuerdan bastan^ 
t e  b i e n  y ,  a p a r t é  de los e r r o r e s  propi os  de la medida e x p e r i m e n t a l  y 
del  c a l c u l é  t c ô r i c o ,  l as  d i f e r e n c i a s  pueden ser a t r i b u i d a s  a v a r i a s  - 
causas.  Ent r e  e l l a s  cabe d e s t a c a r  por un lado el  e r r o r  en l a  1ec tu ra 
de l os  r e s u l t a d o s  e x p é r i m e n t a l e s  que son r epr esent ados  por l os  a u t o ­
res en unas g r a f i c a s ,  est imamos l a  cota de es t e  e r r o r  en 5% a pr o x i ma-  
damente;  por o t r o  l as d i f e r e n c i a s  pueden ser  debi das en p a r t e  a que - 
l a  g eomet r i a  s i mul ada en nues t r o  caso no se cor responde exact ament e  - 
con l a  u t i l i z a d a  en el  exp er i ment o  si endo qui zâ el  f a c t o r  mâs inf l uyen^  
t e  l a  c u r v a t u r a  del  borde del  d i a f r agma  c e n t r a l  - véase  el  e s t u d i o  he ­
cho al  r e s p e c t o  por Shi nuzu e t  a l .  ( 1 9 7 4 ) - .
T/RS/R
Método
propuestoe x p e r i me nt a l
0.  52 1 . 98 1. 71
1 . 50 1 . 82
0 . 97 1 . 98 1 . 9 5 1. 94
2 . 091.10
2 . 89 2 . 8 51. 77
3 . 451 . 43 3 . 1 0
3 . 528 . 0 9 1 . 2 2
Tabl a  I I I . 7 . -  CompaAac-iân de. l a  d l 6 t a n c l a  ^ r c a l  de d l v e f i i a i  l e n t e s  con 
toA f ieàul tad o i  e x p e i l m e n t a t e i  de L lppef t t  y P ok t C t .
= 0 . ;  m = 200.
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Hemos de s ena l a r  con c e l a c i ô n  a los v a l o r e s  dados en l a  T a ­
bla 111, 7  que se r e p i t i e r o n  los c â l c u l o s  aumentando el  numéro de sub­
el  ec t r odos hast a  136 para comprobar l a  i n f l u e n c i a  de una p o s i b l e  mejo 
ra en el  c â l c u l o  de l a  d i s t r i b u c i ô n  de campos; s i n embargo los r e s u l ­
tados para l a  d i s t a n c i a  f o c a l  solo se mo d i f i c a r o n  a p a r t i r  de l a  cua£  
ta c i f r a  s i g n i f i c a t i v a .
I I 1 . 2 . 3 . -  A b e r r a c i ô n  E s f é r i c a  y C r o m â t i c a .
De todos los c o e f i c i e n t e s  de a be r r a c i one s  geomét r i cas  de t e r  
cer  or den,  el  mâs i mpor t an t e  en el  di seno de sistemas de enfoque es el  
de a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a ;  en l os  t r a b a j o s  consul tados est e  c o e f i c i e n t e  - 
es el  que se t a b u l a  con mâs f r e c u e n c i a  si  bien los o t r o s  pueden o b t e -  
nerse i n d i r e c t a m e n t e  a t r a v é s  de él  - v e r  por ejempl o H a r t i n g  y Read 
( 1 9 7 6 ) ,  pâg.  15 y s i g u i e n t e s - .  Por o t r a  p a r t e  el  c o e f i c i e n t e  de aber r a  
c i ôn c r o m â t i c a ,  también puede r e s u l t a r  un da t e  de u t i l i d a d  en el  d i s e ­
no de s i s t emas esp e c i a l me n t e  en a q u e l l o s  que t r a b a j a n  con haces de d i £
métro pequeno,  en l os  que o t r o s  t i p o s  de a b er r ac i ôn  van a ser  menos
s i g n i f i c a t i v e s .  Nosot ros hemos puesto a punto el  c â l c u l o  de estos dos 
c o e f i c i e n t e s  basândonos en l as  ecuaci ones ( 1 1 . 7 5 )  y ( 1 1 . 8 5 )  r e s p e c t i v e  
mente.  Tant o como son f u nc i ôn  de la  pos i c i ôn  de los puntos o b j e ­
to e imagen;  en los c â l c u l o s  se han i mpuesto,  sal vo que se i n d i qu e  1o 
c o n t r a r i o ,  que l os  o b j e t o s  e imâgenes r e a l  es queden en l a  r eg i ô n  de
campo nul o por 1o cual  l as  curvas que se dan a c o n t i n u a c i ô n  se pueden
obt ener  al  mismo t i empo que l as  de l a  d i s t a n c i a  f oca l  ya que los l i m i ­
tes de l as  i n t é g r a l e s  pasan a ser  t  « .  Para e f e c t u a r  l a  i n t e g r a c i ô n  hie
] U 1)
to-
/ ' ----
/Û03 .0 7.0SoO. 2.01.00.8
F i g u r a  I I I . 7 . -  de a t z K ^ i a c ^ â n  ( I |  y d z  a b z A ^ a -
z î . â n  c A o m d t Z c a  ( / ' )  eu ^ u n c Z à n  de £.a p o t a A l z a c i ô n  de 
t o A  z l z z t A o d o i . L z n t z  1. F - SV; m = 150.
1 1 0
-y
7.07.0 fo.o5.0zo0.8O.
F i g u r a  I I  1 . 8 . -  de. abefiTiac-Cân c4 (J^A.cca (2)  ij de abeA^a-
e-tôn cAomdt<.ea ( 2 ' )  en ^uncién de t a  p o l a A l z a e l ô n  de 
to& e te e t A o d o à .  Lente  2. P - BV; m - ISO.
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mos a p l i c a d o  l a  r e g i a  t r a p e c i a l ,  Ger a l d  ( 1 9 7 2 ) ,  est i rnandose que el  
e r r o r  por t r u n c a mi e n t o  no a f e c t a  a p r e c i a b l e m e n t e  a los r e s u l t a d o s  debi^ 
do a que se u t i l i z a  un paso r e l a t i v a m e n t e  pequeno.
Las F i gur as  I I I . 7 y I I I . 8 muest ran l a  v a r i a c i o n  de C^( P)  y 
C^(P)  con l a  p o l a r i z a c i o n  de l a s  l e n t e s  e i n z e l  ya menci onadas.  El pun 
to o b j e t o  es t a  s i t u a d o  en P = 5 D y el  punto imagen,  que se puede ha - 
l i a r  a p a r t i r  de l a  e cuac i o n  ( 1 1 . 1 5 ) ,  se e n cuen t r a  como minimo a una 
d i s t a n c i a  Q = 2 D del  c e n t r o  de l a  l e n t e .  En l a  Tabl a  I I I . 8 se p r e s e n ­
tan l os  r e s u l t a d o s  de l a  a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  de una l e n t e  comparados  
con l os  de H a r t i n g  y Read ( 1 9 7 6 ) ,  para d i v e r s a s  p o l a r i z a c i o n e s .
V 1 / V 2 C g / D C s n / D ------ —  X 1 0 0
- 0 . 4 2 9 , 8 6 3 2 9 , 5 6 6 0 . 9 9
- 0 . 2 1 4 , 3 8 4 1 4 . 2 3 3 1 . 0 5
0 . 7 , 0 7 7 6  , 9 8 8 1 . 1 6
3 . 0 1 , 7 6 4 1 , 7 4 8 1 . 2 6
5 . 0 2 , 4 5 3 2 , 4 7 5 - 0 . 9 0
8 . 0 2 , 4 3 6 2 , 4 7 6 - 1  . 6 4
Ta b l a  I I I .  8 . -  CompaAac-Cân det coe^tctent.e de abeAAo^
etân eAÂd-Atca con to& AeAuttadoA de " /
HaAttng y Read  (C^^l paAa ta mtJ,ma 
te de ta Tabta 111.6.
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Al i gua l  que en l as  d- i s t anc i as  f o c a l e s  se t i e n e n  unas d i f e ­
r enc i as  pequenas tnanteniéndose por debaj o del  1.7%.  Estos mismos auto  
res no r e a l i z a n  ningûn e s t u d i o  sobre l a  a b e r r a c i ô n  c r o m â t i c a ,  por e l l o  
hemos tornado como r e f e r e h c i a  los datos de E l - K a r e h  y St urans  ( 1 9 7 2 ) ,  
que obt i enen  los v a l o r e s  de di cha a b e r r a c i ô n  para el  caso de m a g n i f i -  
caci ôn i n f i n i t a ,  es t o  es ,  e l  punto o b j e t o  -o e l  i magen-  se encuent r an  
s i t uados  en el  f o c o .  Hemos de a d v e r t i r  que los a u t o r e s  emplean una de^
f i n i c i ô n  l i g e r a me n t e  d i s t i n t a  de l a  a b e r r a c i ô n  c r o m â t i c a ;  con r e s p e c ­
to a l a  ecuaci ôn ( 1 1 . 8 3 )  el  p o t e n c i a l  en el  punto o b j e t o  que apare  
ce en el  denomi nador ,  1o engl oban en di cha  c o ns t a n t e  de forma que l a  
r e l a c i ô n  e n t r e  l a  que e l l o s  d e f i n e n ,  y l a  que nosot r os  damos en
( 1 1 . 8 4 )  es = C^/ Vp.  La Tab l a  I I I . 9 muestra l os r e s u l t a d o s  o b t e n i ­
dos para l as  mismas l e n t e s  de l a  Tabl a  I I I . 5.
S/R CcV ; V d Cc [ / DE l - K a r e h  y Sturans  ^ ' ' i -  X 100C
1 . 0 18 . 92 18 . 45 2 . 4 7
1 . 5 16 . 08 15 . 20 4 . 5 0
2 . 0 16 . 62 14 . 72 1 1 . 45
2 . 5 17 . 73 15 . 66 14 . 55
3. 20 . 10 17 . 14 1 4 . 72
Tabl a I I I . 9 . -  C o m p a A a c t â n  d e t  c o e ^ t c t e n t e  d e  a b e A A a c t â n  cAomd 
tX-ca c o n  t o &  A e & a t t a d o i  de E t - K a A e l i  y  S t u A a n A  -  
p a a a  t a A  mXAmaA t e n t e A  d e  l a  T a b t a  I I I . 5.
113
Estas dos t a b l a s  se pueden c a l c u l e r  s imul  tâneamente ; en pri^ 
mer l u g a r  se de t er mi nan l e s  v a l o r e s  de l a  d i s t a n c i a  f oca l  y l a  f o c a l - 
media o b j e t i v a s  a p a r t i r  de!  c o r t e  del  rayo con el  o j e .  El v a l o r  de f  
se toma como pos i c i ô n  del  punto o b j e t o  y se procédé a c a l c u l e r  C ^ ( f ) .  
Las d i f e r e n c i a s  son mayores para separ ac i ones  i n t e r e l e r t r ô d i c a s  g r a n ­
des,  s i  b i en  pueden e x p l l c a r s e  por  el  hecho de que es j u s t a me n t e  en -  
es t es  casos donde nuest r os  v a l o r e s  de f  d i sc r epan  mas de l os  de 
E l - K a r e h  y S t u r a n s ;  puesto que si empre es t a  d i f e r e n c i a  es por  exceso  
e l l e  supone que nues t r a  i n t e g r a l  t i e n e  su l i m i t e  i n f e r i o r  en un punto 
o b j e t o  mas a l e j a d o  de!  c e n t r e  de l a l e n t e  y c o n t i e n e  un mayor numéro 
de a p o r t a c i o n e s  que s i empr e  son nul  as o p o s i t i v a s .  Cuando el  punto ob­
j e t o  es t a  en l a  r e g i ô n  de campe nul o  es t a  d i f e r e n c i a  no debe i n f l u i r  
en los r e s u l t a d o s  pero sT se hace i mpo r t a n t e  cuando f  sea de! orden -  
de 1.5D ô i n f e r i o r .  As f pues,  para l as  l e n t e s  mas f u e r t e s  ademâs del  
e f e c t o  de l a  a l t u r a  del  c i e r r e  hay que c o n s i d e r a r  e s t e  o t r o  que pens^  
mes es mâs i n f l u y e n t e  a l à  hora de e x p l i c a r  l as  d i f e r e n c i a s  en los re  
s u l t a d o s  de .
I I  1 . 2 . 4 . -  Disef io de una l e n t e  con a b e r r a c i ô r  c r omàt i ca  mi n i ma .
Hasta ahora hemos e s t u d i a d o  fundamental  men t e  el  comportami  eri 
to  de l a  l e n t e  e i n z e l  en f un c i ô n  de l a  p o l a r i z a c i ô n  del  e l e c t r o d o  i n - 
t e r me d i o ;  hay ot r os  paramét rés  en l a  l e n t e  Tespect o de los cua l es  pue 
de ser  i n t e r e s a n t e  el  a n a l i z a r  l as  v a r i a c i o n e s .  Uno de los f a c o r e s  geo 
mét r i cos  mâs c a r a c t e r  î s t i c o  es l a  separaciôi» i n t e r e l  ec t r ô d i  ca ; en l a  
r eg i ôn  V^/Vg < 1 e l  aumento de d i cha  separ ac i ôn  va acompanado de una
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di smi nuc i ôn  de l a  d i s t a n c i a  f o c a l .  En l a  F i g u r a  I I I . 9 se ha r e p r e s e n -  
tado di cha  v a r i a c i ô n  j u n t o  con l a  de C^(5D)  y  C^(5D)  para dos l e n t e s  
con d i s t i n t o  gr osor  del  e l e c t r o d o  c e n t r a l .  Qui zâ  el  aspect o  mâs i n t e ­
r e s a n t e  de e s t e  t i p o  de curvas es que l a  a b e r r a c i ô n  c r o mâ t i c a  c a l c u l ^  
da para P = f ,  pasa por un mî ni mo,  y puesto que en muclias l e n t e s  do-  
bl es el  punto o b j e t o  de l a  segünda c o i n c i d e  con su foco e l l o  puede 
ser  un dato de i n t e r é s .
En l a  Tabl a  I I I . 10 se dan algunos de l os v a l o r e s  de C ^ { f )  
en f u n c i ô n  de l a  sepa r a c i ô n  e n t r e  e l e c t r o d e s .  A l a  v i s t a  de dichos re  
su l t a d o s  podemos s e l e c c i o n a r  para cada v a l o r  de T una l e n t e  con m i n i ­
ma a b e r r a c i ô n .  Suponiendo D = 1 cm l as  e s p e c i f i c a c i ones para di chas  
l e n t e s  son:
T = 0 . 1 0  cm T = 0 . 1 5  cm
A = 0 . 95  cm A = 0 . 9 0  cm
= Rg = 0 . 5  cm R^ = Rg = 0 . 5  cm
f  = 2 . 01  cm f  = 1 . 89  cm
F = 1 . 9 3  cm F = 1 . 8 2 c m
C g ( f )  = 5 1 . 34  cm C g( f )  = 4 7 . 0 5  cm
C ç ( f )  = 8 . 2 4  cm C ^ ( f )  = 7 . 7 4  cm
Los datos cor responden al  caso V^/Vg = 0.
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Figura 111.9.- Vaf i^ac^én d<i y en ^oncZdn de t a  i e p a f i a c t d n
en t f ie  e t e c t K o d o i , , = 0., P = 5P. a t  T / V  -  0 . 1 0 ;
b : T / V  = 0 . 1 5 ;  m = 150.
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1 1 1 . 2 . 5 . -  D i scus i on  de los r e s u l t a d o s  y c o n c l u s i o n e s .
Como resumen de To expuest o en e l  p r e s e n t e  c a p i t u l e  podemos
c o n s i d e r a r  que e x i s t e n  dos p o s i b l e s  H n e a s  para  abor dar  el  e s t u d i o  de 
l a  l e n t e  e i n z e l . Por un lado hay una s e r i e  de t r a t a m i e n t o s  a n a l i t i c o s  
quo i n t e n t a n  r e p r e s e n t a r  en forma aproxi mada el  p o t e n c i a l  en l a  r e g i o n  
de i n t e r é s ;  de o t r a  p a r t e  se puede i n t e n t a r  r e s o l v e r  el  probl ema me - 
d i a n t e  métodos numéricos s i endo l os  mas usua l es  el  de r e l a j a c i ô n  y el  
de densi dades de c a r g a .
Los t r a t a m i e n t o s  a n a l i t i c o s  consi deramos que p r e s e n t a n  bas-  
t a n t e s  i n c o n v e n i en tes sobre todo on 1o que se r e f i e r e  a l i m i t a c i o n e s  
en l a  geomet r i a  y en el  rango de p o l a r i z a c i o n e s  a p l i c a b l e s ,  ademâs los  
r e s u l t a d o s  sue l en i r  a f e c t a d o s  de un e r r o r  a p r e c i a b l e  que en muchos - 
casos supera el  10%. S i n  embargo,  a n i v e l  de d i seno pueden r e s u l t a r  -  
u t i l e s  y a que l a  i m p r e c i s i o n  del  metodo e x p e r i m e n t a l  on ocas i ones  su­
pera e s e margen.
Los métodos numér icos son en p r i n c i p i o  una forma de t r a t a r
el  problema b a s t a n t e  mâs e l a b o r a d a  que l a  a n t e r i o r  y que va a r e q u é r i r
g ener a l ment e  mayor t i empo de c â l c u l o ,  pero como c o n t r a p a r t i d a  o f r e c e n  
una mayor f l e x i b i l i d a d  en cuant o a l a  s i m u l a c i o n  de la  g e ome t r i a  y , 1o 
que es tambi én i m p o r t a n t e ,  un e r r o r  en los r e s u l t a d o s  que se puede 
a j u s t a r  a l as  cond i c i ones  de cada problema c o n c r e t o  y sol o  va a e s t a r  
l i m i t a d o  por e x i g e n c i e s  de t i empo de c â l c u l o  o memoria del  comput ador .
1 10 .
En el  p r é s e n t e  e s t u d i e  nos hemos l i m i t a d o  a comparer  nues­
t r os  r e s u l t a d o s  con l os obt en i dos  por t r a t a m i e n t o s  numér i cos;  podemos 
c o n c l u i r  que en g ener a l  concuerdan b a s t a n t e  b i e n  s i endo mayores l as  - 
d i s c r e p a n c i e s  en l as  zonas donde l a  l e n t e  es mâs f u e r t e  pero s i n 1 1 e -  
gar  a super a r  el  5 ô 6% en l a  mayor i a  de los casos p r o pu e s t o s ;  l ô g i c ^  
mente l as  d i f e r e n c i a s  son menores cuando el  método empleado es del  
mismo t i p o ,  como sucede con los r e s u l t a d o s  de H a r t i n g  y Read.
Nos g u s t a r î a  hacer  a l gunas cons i d e r a c i ones sobre l as v e n t a -  
j a s  e i n c o n v e n i e n t e s  de!  método de r e l a j a c i ô n  comparado con el  que no_ 
s ot r os  proponemos,  ya que ha s i do  ampl i ament e u t i l i z a d o .  Pensamos que 
l a  p r i n c i p a l  v e n t a j a  es l a  f a c i l i d a d ,  en 1o r e f e r e n t c  a c a l c u l e s  r e -  
q u e r i d o s ,  con que se api  i c a  a l a  s o l u c i ô n  de probl cmas e l e c t r o s t â t i -  
cos e i n c l u s e  para a l gunos de e l l e s  puede s e r  el  mâs i n d i c a d o .  Si n em 
bargo,  y como ya senalamos en el  p r i mer  c a p i t u l e ,  para e s t e  t i p o  de - 
problemas nos parece que es t â  en d e s v e n t a j a  con r e s p e c t e  al  de d e n s i ­
dades de c a r ga .  En pr i me r  l u g a r  r e q u i e r e  l a  o b t e nc i ô n  de! p o t e n c i a l  - 
en todo un mal l ado que no se va a u t i l i z e r  en a b s o l u t e  p o s t e r i o r m e n t e  ; 
en segundo no da el  v a l o r  del  p o t e n c i a l  en los puntos por  los que va 
t r a n s c u r r i e n d o  l a  t r a y e c t o r i a  s i no  que hay que i n t e r p o l a r  e n t r e  l os  - 
dos mâs prôximos l e  que o b l i g a  a e f e c t u a r  un mal l ado r e l a t i v a m e n t e  pe 
queno si  se qu i e r e n  t e n e r  unos r e s u l t a d o s  p r e c i s o s .  Como ej empl o c i t a  
remos los datos dados por E l - K a r e h  y St urans  ( 1 9 7 2 ) ,  que en una geome 
t r i a  s i m i l a r  a l a  de l a  F i gur a  I I I . 1 r e a l i z a n  un mal l ado  de 39345 pur  ^
tos y el  programa t a r d a  20 mi nutes en obt e ne r  una conver genc i a  de 10 ® 
- p r oc e s a d or  GE 6 3 5 - .  A t i t u l o  de comparaciôn di remos que une de nues-
J ]î.'
t r os  programas en el  que se c a l c u l a n  l a  d i s t r i b u c i ô n  de densi dades de 
c a r g a ,  l os  v a l o r e s  de f ,  F,  y para una l e n t e ,  emplea un t i empo  
i n f e r i o r  a 1 . 5  mi nutos para una t r a y e c t o r i a  de aproxiniadamente 1600 
pasos ( p r o c e s a d o r  Uni vac 1 1 1 0 ) .  La v e n t a j a  del  método que u t i l i z a r nos  
f r e n t e  al  de r e l a j a c i ô n  t o d a v î a  se hace mâs p a t e n t e  si  se t i e n e  en 
cuenta que en l as  g r â f i c a s  en l as  que l a  v a r i a b l e  i n d e p e n d i e n t e  es l a  
p o l a r i z a c i ô n  del  e l e c t r o d o  medio sol o es p r e c i s o  c a l c u l e r  una vez los  
c o e f i c i  entes de p o t e n c i a l  ya que éstos dependen e x c l u s i v a me n t e  de la  
g e o m e t r i a .  Por o t r o  l ado senalemos que l a  memoria u t i l i z a d a  para alm^  
cenar  una m a t r i z  de 56x56 r e p r é s e n t a  menos de l a  décima p a r t e  de l a  - 
r e q u e r i d a  por el  ma l l ado  que u t i l i z a n  en l a  r e f e r e n d a  c i t a d a .
Con r esp ec t o  a l a  forma de r e s o l v e r  el  problema e l e c t r o s t â -  
t i c o  por el  método de H a r t i n g  y Read (1976)  proponen,  creemos que la  
nuest r a  p r ésent a  v e n t a j a s  é v i d e n t e s .  En pr i mer  l u g a r ,  e l  hecho de u t i  
l i z a r  l a  apr ox i mac i ôn de carga l i n e a l  l es  o b l i g a  a d i v i d i r  l a  geome­
t r i a  en un e l evado numéro de s u b e l e c t r o d o s  a f i n  de no i n t r o d u c i r  en 
los r e s u l t a d o s  un e r r o r  a p r e c i a b l e ,  como se desprende de los c l l c u l o s  
que efect uamos en el  apar t ado 1 . 3 .  A s î ,  en es t a  l e n t e  emplean 280 sub 
e l e c t r o d o s  ( t r a b a j a n  a tope de memor i a ) ,  para g e ne r a r  l a  ni i tad de la  
g e o me t r i a ;  e l l o  r e p r é s e n t a  unas necesi dades de memoria v c i n t i c i n c o  ve^  
ces s u p e r i o r  a l a  p r e c i s a d a  para  a l macenar  nuest r a  m a t r i z  de c o e f i c i e n  
t e s .  Aunque no hacen coment ar i os  acerca del  t i empo de computaciôn po­
demos pensar  que l a  v e n t a j a  de u t i l i z a r  expr es i ones  mâs s i mpl es para 
los c o e f i c i  entes de p o t e n c i a l  queda a n u l a d a ,  al  pasar  a m u l t i p l i c a r s e  
por v c i n t i c i n c o  el  numéro de é s t o s .  Por o t r o  l ado en l os puntos por -
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l os que t r a n s c u r r e  l a  t r a y e c t o r i a  hay que sumar l as a po r t a c i o n e s  de - 
cada s u be l ec t r odo  a 1 p o t e n c i a l ,  l as expr es i ones  son s e n c i l l a s  de c a l ­
c u l e r  por ambos métodos pero en su caso queda m u l t i p i i c a d o  por c i nco  
el  numéro de a p o r t a c i o n e s ;  puesto que una t r a y e c t o r i a  consta de 1500 
a 2000 pasos el  t i empo de computaciôn debe ser  b a s t a n t e  i n f e r i o r  para  
nues t r o  programa.
Concluimos pues,  que el  método puesto a punto si  b i en r e q u i e  
re en un p r i n c i p i o  l a  p r e p a r a c i ô n  de una s e r i e  de c a l c u l e s  r e l a t i v a -  
mente mas cost osos ,  présent a  bas t an t es  v e n t a j a s  f r e n t e  a o t r a s  t e c n i -  
cas numér i cas ,  ya que se t r a t a  de un método p r ec i so  en t an t o  en cuanto  
que per mi t e  l a  r e s o l u c i ô n  del  problema e l e c t r o s t a t i c o  con un e r r o r  que 
est imâmes e n t r e  el  0 . 1  y el  0.3% y a la vez de un método c o m p é t i t i v e  en 
10  que a las e x i g e n c i e s  de t i empo de computaciôn y de memoria se r e ­
f i e r e .
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CAPITULO IV
I V . 1 . -  PUENTES PE lONES
Los sistcinas pr oduc t o r es  de haces de i ones c o n s t i t u y e n  una - 
hor rami ' ent a  b a s i c a  en l a  i n v e s t i g a c i o n  a p l i c a d a .  Su u t i l i z a c i ô n  se ex -  
t i e n d e  a canipos muy d i v e r s e s  t a i e s  como e s p e c t r o m e t r i a  de masas,  f i s i -  
ca n u c l e a r ,  dopado de c r i  s t a l e s  semi conduct or es  medi ant e  i r p l a n t a c i ô n  
i ô n i c a ,  e t c .  Desde l a  p r i me r a  f u e n t e  c o n s t r u i d a  por Go l d s t e i n  en l a  
que el  haz de i ones e r a  e x t r a i d o  de l a  descar ya  de un gas a b a j a  p r e -  
s i ô n ,  l as  t é c n i c a s  han i do p e r f e c c i on â ndos e  cens t ant ement e  y hoy d f  a - 
contâmes con una gran v a r i e d a d  de f u e n t e s .  El  tema es ampl i ament e  t r a -  
tado en l a  b i b l i o g r a f i a , Wi l son y Brewer  ( 1 9 7 3 ) ,  V a l y i  ( 1 9 7 6 ) ,  y no 
aL'ordaremos aquî  e l  e s t u d i o  de los d i v e r s e s  t i p o s  de f u ent es  aunque 
l os métodos que d é s a r r o i  lamos aqui  s e r î a n  anal  oganien te a p l i c a b l e s  a mu^  
rhas de e l l a s .  Nuest ro  p r o p ô s i t o  es c e n t r a r n o s  en el  a n a l i s i s  de una - 
t u c u t e  de i ones por i mpact o e l e c t r ô n i c o  de t i p o  N i e r ,  c a r a c t e r i z a d a  
p~/r una ba j a  densi dad de c o r r i e n t e  ( 10"^ A cm~^) y pequena d i s p e r ­
s i on  en e n e r g i a  ( 1 - 5  eV)  . Una f u e n t e  de es t as  c a r a c t e r i s t i c a s  es es -
p e c i a l me n t e  adecuada para  a n â l i s i s  q u î mi c os ,  e s p e c t r o m e t r i a  de masas,  
e s t u d i o  de p a r t î c u l a s  r e t r o d i s p e r s a d a s  en e l  bombardeo de b l a n c o s .  El  
di seno de nu e s t r a  f u e n t e  se h i z o  en c o n c r e t o  o r i e n t a d o  a e s t a  u l t i m a  
a p i i  c a c i ô n .
A pesar  de que e s t e  t i p o  de c o n f i g u r a c i o n e s  se u t i l i z a  con -
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f r e c u e n c i a ,  no e x i s t e  por l o  que conocemos,  un e s t u d i o  compl e t e  y r i  -  
guroso de sus p r op i edades  o p t i c a s .  Un modelo que I n t e n t e  i n c l u i r  t o -  
dos los fenomenos que i n t e r v i e n e n  en l a  gene r a c i o n  y enf oque de los - 
i ones t i e n e  que ser  n e c e s a r i a me n t e  compl e j o ;  s i n  embargo como una pri^ 
mera apr ox i mac i ôn  se puede comenzar  con una s e r i e  de h i p ô t e s i s  simpl i_  
f i c a d o r a s  - p o r  e j empl o  d e s p r e c i a r  e l  e f e c t o  de l a  carga e s p a c i a l -  que 
per mi t an  a hor da r  su e s t u d i o  y t r a t a r  despues de m e j o r a r l o  i n c l uy e n d o  
algunos de los e f e c t o s  no c o n s i d e r a d o s . El e s t u d i o  q u i z â  mâs compl e t e  
que se ha r e a l i z a d o  ha s t a  hoy es el  de W e l l i n g t o n  ( 1 9 7 0 ,  1 9 7 1 ) ,  que - 
a n a l i z a  l as  pr opi edades  p a r a x i a l e s  y no p a r a x i a l e s  de una f u e n t e  N i e r  
con s i met r - i a  p l a n a r .  Uno de l os aspect os  f o ndament a l es  es l a  r e s o l  u-  
c i ôn del  probl ema e l e c t r o s t â t i c o ,  para l o  cual  e l  a u t o r  ap i  i ca  el  mé­
todo de t r a n s f o r m a c i ô n  conf or me.  Los c â l c u l o s  pr epar ados  en e l  presen^ 
t e t r a b a j o  p er mi t en  un e s t u d i o  s i m i l a r  para una f u e n t e  con s i m e t r i a  -  
r o t a c i o n a l ,  é s t e  ser a  uno de los o b j e t i v o s  p r i n c i p a l e s  del  c a p i t u l o .
I V . 1 . 1 . -  Par âmet r os  C a r a c t e r i s t i c o s  de una Fuente de I ones .
En g e ne r a l  toda a p l i c a c i ô n  en un s i s t e ma  p r o d u c t o r  de iones  
r e q u i e r e  ur.as c a r a c t e r î s t i c a s  e s p e c i f i c a s .  Vamos a s e n a l a r  los parâme 
t r o s  que consi deramos mâs i mp o r t a n t e s  y que deber ân  s e r  a n a l i z a d o s  al  
a b o r d a r  un d i s e n o .
Especi  es i ôn i cas . -  La p r i me r a  c a r a c t e r f s t i c a  a t e n e r  en cuen^ 
t a  en e l  t i p o  de i ones  que el  s i s t ema debe s e r  capaz de g e n e r a r .  As i 
m i e n t r a s  que en el  caso de i m p l a n t a c i ô n  i ô n i c a  l a  f u e n t e  debe p r esen-
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t a r  una gran f l e x i b i l i d a d  en e s t e  aspect o  y ser  capaz de p r o d u c i r  
c u a l q u i e r  t i p o  de dopante  que se desee i m p l a n t a r ,  para el  e s t u d i o  de 
los fenôironos de s p u t t e r i n g  convi ene  u t i l i z a r  gases nobl es de peso 
atômi co i n t c r m e d i o  o grande ( A,  K r ) .
C o r r i e n t e  i ô n i c a . -  La densi dad de c o r r i e n t e  de i ones es uno 
de los par l i i i e t ros  que mâs va a v a r i a r  con el  t i p o  de a p l i c a c i ô n .  En - 
r e t r o d i s p e r s i ô n  se puede t r a b a j a r  con c o r r i e n t e s  de! orden de monoam-  
p e r i o s ,  s^n embargo l a  f a b r i c a c i ô n  de d i s p o s i t i v o s  de m i c r o e l e c t r ô n i c a  
r e q u i e r e  i n t e n s i d a d e s  de mi cr oamper i os  para que el  proceso sea r e n t a ­
b l e .
Em i t a n c i a  y A c e p t a n c i a . -  En toda f u e n t e  r e a l  el  haz de iones  
no l l e v a  un f l u j o  l a m i n a r  s i no  que l as  t r a y e c t o r i a s  se cruzan c o n t f -  
nuamente;  e l l o  se debe p r i n c i p a 1 mente a l a  d i s p e r s i o n  en l as  componen 
t es  de l a  v e l o c i d a d  que es i n t r o d u c i d a  por  l a  e n e r g i a  t é r mi c a  de 
l os  iones en el  punto en el  que se generan y por  l as  a b e r r a c i o n e s  i nhe  
r e n t e s  al  s i s t ema ô p t i c o .  Se s u e l e  c a r a c t e r i z a r  e s t e  compor t ami ent o  
- p a r a  c u a l q u i e r  p o s i c i ô n  a x i a l -  r e p r e s e n t a n d o  en un diagrama l a  pen-'  
d i e n t e  de ' a  t r a y e c  t o r  i a d^ '^uz = p f r e n t e  a l a  d i s t a n c i a  al  e j e  p ; en -  
e s t e  d i agrama se i n c l u y e  un i n c r ement o  6p ' i gu a l  a l a  d i s p e r s i ô n  
asoc i ada  a p ' dn cada i puri td.  Uniendo todos los puntos de!  c o n t o r -  
no se o b t i e n e  un ârca  f i  ni  t a  que es p r o p o r c i o n a l  a l a  e mi t a n c i a  del  - 
s i s t e m a .  Lôgi camente  e l  â r e a  debe hacer se  tan pequena como sea p o s i b l e .
Se t i e n e  por c o n s i g u i e n t e  que el  es t ado de una p a r t î c u l a  en
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un haz de iones puede r e p r e s e n t a r s e  por un punto en e l  es p a c i o  f â s i c o  
( p ' » p )  y todas l a s  t r a y e c t o r i a s  d e nt r o  del  haz para una de t e r mi nada  -  
p os i c i ô n  z ,  e s t a r â n  cont e n i d a s  en un volumen c e r r ad o  en d i cho e s p a c i o ;  
de acuerdo con el  teorenia de L i o u v i l l e ,  S t e f f e n  ( 1 9 6 5 ) ,  es t e  volumen 
permanece c o n s t a n t e  a l o  l a r g o  de l a  t r a y e c t o r i a  s i empr e  que se des-  
p r e c i e n  l as  i n t e r a c c i o n e s  e n t r e  p a r t i  cul  as y c u a l q u i e r  o t r o  t i p o  de -  
e f e c t o s  no c o n s e r v a t i v o s . Una f o r m u l a t i o n  mat emât i ca  para l a  e m i t a n c i a  
en s i st emas con s i m e t r t a  r o t a c i o n a l  es d i s c u t i d a  ampl i ament e  por Rose 
y Ga l e j s  ( 1 9 6 7 ) .
En una segunda r e p r e s e n t a c i ô n , t ambi én para l as  coordenadas  
( p ' , p )  l os  l i m i t e s  f i s i c o s  de!  s i s t ema de t r a n s p o r t e  ( a b e r t u r a s  l i m i -  
t a d o r a s ,  e t c )  pueden t r a s l a d a r s e  a l o  l a r g o  del  haz ,  r e s u l t a n d o  un vo^  
lumen en el  espac i o  de l as  fases  que r e p r é s e n t a  a q u e l l o s  v a l o r e s  de -  
l a  p os i c i ô n  r a d i a l  y de su p e n d i e n t e  que s e r î a n  t r a n s m i t i d o s  a o t r a s  
zonas del  s i s t e ma .  Esta r e p r e s e n t a t i o n  se conoce como diagrama de acep-  
t a n r i a . En un d i seno ôpt i mo el  d i agrama de e m i t a n c i a  debe e s t a r  i n c l u ^  
do 0  por  lo menos c o i n c i d i r  con el  d i agrama de a c e p t a n c i a  para  toda -  
p o s i c i ô n  r a d i a l  .
De hecho e s t e  proceso de a d a p t a c i ô n  c o n s t i t u y e  una de l as  t ^  
reas mâs i mput ant es  de d i seno .
B r i 11 0 . -  Por  a n a l o g i a  con los s i s t emas  ô p t i c o s  de l uz  se de^
f i n e  como l a  densi dad de c o r r i e n t e  e m i t i d a  por uni dad de ângul o  s ô l i -
2 2 2do,  es d e c i r  B ■= I / tv r^a , donde r^ es el  r a d i o  de l a  envol  ve n t e  de!
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haz y a l a  s e mi a p e r t u r a  a n g u l a r  del  misno cuando emerge de l a  f u e n t e .
En gener a l  se r e q u i e r e  un v a l o r  grande para B l o  cual  es ra  
z onab l e  si  se t i e n e  en cuent a  que el  b r i l l o  es t â  r e l a c i o n a d o  i n v e r s a -  
mente con l a  e m i t a n c i a ,  van St eenber gen ( 1 9 6 5 ) .
D i s t r i b u c i ô n  de e n e r g i a . -  Es uno de los parâmet ros  mâs s i g -  
n i f i c a t i v o s ;  cuando se p r e c i s e  un fiaz de iones con poca d i s p e r s i ô n  en 
e n e r g i a ,  como es el  caso que nos ocupa,  debe i n f l u i r  muy d i r e c t a m e n t e  
en l a  e l e c c i ô n  de!  s i s t e m a .  Hay v a r i a s  causas que pueden c o n t r i b u i r  a 
e s t a  d i s p e r s i ô n ,  s i endo para nosot r os  l as  mâs i m p o r t a n t e s  l a  v a r i a c i ô n  
e s p a c i a l  del  p o t e n c i a l  en l a  r e g i ô n  de i o n i z a c i ô n  y ia e n e r g i a  t é r m i ­
ca de los i ones .  Me d i a n t e  un f i l t r a d o  en en e r g i a  puede s e l e c c i o n a r s e  
l a  d i s t r i b u c i ô n  adecuada,  aunque es p r e f e r i b l e  d i s e f a r  un punto de 
t r a b a j o  que a p r i o r i  mi n i mi ce  l a  d i s p e r s i ô n .
I V . 1 . 2 . -  I o n i z a c i ô n  por Impacto E l e c t r ô n i c o .
En una f u e n t e  N i e r ,  l os  i ones se generan por c o l i s i ô n  de un 
haz de e l e c t r o n e s  con âtomos o mol écu l as  gaseosas;  convi ene pues r e a ­
l i  z a r  a l gunas c o n s i d e r a c i o n e s  ac e r c a  del  fenômeno de l a  i o n i z a c i ô n  con 
o b j e t o  de hacer  c o mp r e n s i b l e  el  fundamento de l a  op e r a c i ô n  del  s i s t ema  
Una r e v i s i ô n  mâs compl ét a  puede ver se  en F i e l d  y F r a n k l i n  ( 1 9 5 7 ) .
Cuando comunicamos e n e r g i a  a un âtomo sus e l e c t r o n e s  pasan a 
ocupar  ô r b i t a s  mâs a l e j a d a s  del  nCcl eo que l a  del  es t ado f u n d a m e n t a l .
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quedando el  âtomo e x c i t a d o .  A medida que se i ncr ement a  l a  e n e r g i a  co - 
munl cada,  l a  i n t e r a c c i o n  e l e c t r 6 n - n u c l e o  va di smi nuyendo y en e l  l imi^  
t e  el  e l e c t r o n  escapa del  campo de acci ôn del  âtomo al  que p e r t e n e c i a ,  
su e n e r g i a  p o t e n c i a l  es ahora nul  a y decimos que el  âtomo ha s i d o  ioni^ 
zado.
El proceso de i o n i z a c i ô n  r e q u i e r e  por t a n t o  s u m i n i s t r a r  al  
âtomo una e ner g i a  minima que per mi t a  al  e l e c t r ô n  pasar  del  es t ado  fuj i  
damental  al  estado de e n e r g i a  c e r o .  Se denomina p r i mer  p o t e n c i a l  i o n i ­
z ac i ôn  a est a  e n e r g i a .  El p o t e n c i a l  de i o n i z a c i ô n  depende de l a  c o n f i ­
g u r a t i o n  e l e c t r ô n i c a ,  s i endo menor para l os  met a l es  a l c a l i n o c  que t i e -  
nen un e l e c t r ô n  poco l i g a d o  al  n ü c l e o ,  y tomando los v a l o r e s  mâs e l e -  
vados para los gases n ob l es .
Es p o s i b l e  ob t e ne r  âtomos dobl emente i o n i z a d os  si  comuni ca ­
mos l a  e n e r g i a  n e c e s a r i a  para l i b e r a r  un nuevo e l e c t r ô n  y l o  mismo pu£  
de d e c i r s e  para i o n i z a c i o n e s  s u c e s i v a s .  La e n e r g i a  que se r e q u i e r e  es 
coda vez mayor pues los e l e c t r o n e s  son a t r a i d o s  mâs f u e r t e me . i t e  por  -  
el  nücl eo al  e x i s t i r  un exceso de carga  p o s i t i v a ;  por e j empl o  e l  po-  
t o n c i a l  de i o n i z a c i ô n  del  Hg es 10 . 4  eV mi e nt r a s  que para o b t e n e r  Hg^^ 
se r e q u i e r e n  230 eV.
También es p o s i b l e  l a  f or mac i ôn de iones n e g a t i v e s .  Hay g a ­
ses t a l e s  como el  ox i geno,  ha l ôgenos ,  e t c . ,  que por su c o n f i g u r a t i o n  
pueden c a p t u r a r  f â c i l m e n t e  un e l e c t r ô n  y pasar  a i ones n e g a t i v e s  mâs 
o menos e s t a b l e s ;  un f a c t o r  que i n t e r v i e n e  en l a  e s t a b i l i d a J  del  iôn
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es l a  p r o b a b i 1 i dad que tenga de chocar  con o t r a s  p a r t i c u l e s  por  lo  
que a pr è s i o ne s  o t e mp e r a t u r e s  b a j as  el  t i empo de v i da  medio ser a  ma­
y o r .
E x i s t e n  d i v e r s e s  formas de comuni car  l a  e n e r g i a  de i o n i z a ­
c i ô n  a l os  âtomos:  c o l i s i ô n  con p a r t î c u l a s  l i g e r a s  ( e l e c t r o n e s )  o pe-  
sadas ( i o n e s ) ,  i n c i d e n c i a  de r a d i a c i o n e s  de al  ta f r e c u e n c i a ,  c o n t a c t e  
con s u p e r f i c i e s  de e l e v a da  t e m p e r a t u r e ,  e t c .  Es j u s t a m e n t e  el  proceso  
de i o n i z a c i ô n  el  que d é t e r mi n a  en gran medida l as  c a r a c t e r î s t i c a s  de
l a  f u e n t e  ( véase por e j empl o  Wi l son y Gr e v e r  ( 1 9 7 3 ) ,  pâgs.  100 y 1 0 1 ) .
Nosot r os  nos l i m i t a r e m o s  al  a n â l i s i s  de l os  fenômenos de c o l i s i ô n  en 
una a t mô s f e r a  gaseosa que son l o s  que i n t e r v i e n e n  en l a  f o r ma c i ôn  de 
i ones  en n ues t r a  f u e n t e .
Vamos a i n t r o d u c i r  en p r i me r  l u g a r  a l gunos p a r â me t r o s .  Con­
s i  deremo s un c o n j u n t o  de p a r t i c u l e s  c a r a c t e r i z a d o  por  una dens i dad  n^;  
hagamos i n c i d i r  sobre e s t e  b l anco un haz de p a r t î c u l a s  p r o y e c t i l e s  c]j 
ya dens i dad  es n^.  La s i t u a c i ô n  se r e p r é s e n t a  en l a  F i gur a  I V . 1.
Tratemos de h a l l a r  l a  dens i dad  de p a r t i c u l e s  dn^ que han co^  
l i s i o n a d o  en el  i n t e r v a l o  dx;  e s t e  numéro ser a  p r o p o r c i o n a l  a l a  den­
s i d a d  del  haz y a l a  del  b l a n c o .  Podemos e s c r i b i r  pues
dOp = -  o Op n^ dx ( I V . 1)
el  s i gno menos i n d i c a  una d i s mi n u c i ô n  de p a r t î c u l a s  en el  haz .  La s e c -
c i ôn e f i c a z de choque a .  es f u n c i ô n  de d i v e r s e s  magni t udes e s p e c i a i me ,
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Fi gur a  I V . 1 . -  C o t t A t é n  ent^e  un haz de p a A t Z c u t a i  y un b lan co .
t e  de l a  e n e r g i a  de l as  p a r t î c u l a s  que i n t e r a c t û a n .  I n t e gr a nd o  ( I V . 1) 
se t i e n e
"p = "po GXP ( -  "b*  *  )
s i endo n^^ l a  densi dad i n i c i a l  del  haz.
( I V . 2)
Ot r a  c a n t i d a d  i mpo r t a n t e  es el  r e c o r r i d o  l i b r e  medio , o 
d i s t a n c i a  que r e c o r r e  una p a r t î c u l a  por t e r mi n e  medio e n t r e  dos c o l i -  
s i o ne s .  Est e  v a l o r  v i e n e  dado por
X e x p l - n ^ o x l d x  ^
jo e x p  [-ny ox }dx " b °
( I V . 3)
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La s ecc i ôn  e f i c a z  de choque en gener a l  no puede e x pr e s a r s e  
como f unc i ôn  a n a l i t i c a  de sus v a r i a b l e s  p a r a m é t r i c a s , Se sue l e  r e p r e ­
s e n t a r  en g r â f i c a s  como f unc i ones  de l a  en e r g i a  de l as  p a r t i c u l a s  i n ­
c i d e n t e s ;  en l a  mayor p a r t e  de l os  procesos de c o l i s i ô n  o es b a j a  pa­
ra pequenas e n e r g i a s ,  a l canz a  un mâximc y di smi nuye en l a  r e g i ô n  de -  
al  tas e n e r g i a s .  De l a  ecuaci ôn ( I V . 3) deducimos que l a  p a r t î c u l a  su-  
f r e  njj c o l i s i o n e s  por uni dad de l o n g i t u d  r e c o r r i d a ;  a l gunas de e l l a s  
serân e l â s t i c a s  o t r a s  provocar ân l a  e x c i t a c i ô n  de l os  âtomos bl anco o 
su i o n i z a c i ô n .  Podemos descomponer el  numéro t o t a l  de c o l i s i o n e s  en -  
l a  suma
= (*el + <^ ex + °ion) "b (1^ 4)
Por u l t i m o ,  una c a n t i d a d  que se emplea con f r e c u e n c i a  en 
l os t r a b a j o s  e x p é r i m e n t a l e s  es el  numéro de c o l i s i o n e s  i o n i z a n t e s  por  
uni dad de l o n g i t u d  denominada e f i c i e n c i a  de i o n i z a c i ô n
" i o n  '  " i o n  "b ( ' V  S)
es t a  v a r i a b l e  dependerâ de l a  p r ès i ôn  y t emper a t u r a  del  gas a t r a v é s  
de n ,^.
Para el  c â l c u l o  de como f u nc i ôn  de l a  e n e r g i a  i n c i d e n ­
t e  se han e l ab or ad o  d i v e r s a s  apr ox i mac i ones  c l â s i c a s  y c u â n t i c a s .  En 
l a  t e o r i a  c l â s i c a ,  l a  c o l i s i ô n  i n e l â s t i c a  i o n i z a n t e  puede ser  t r a t a d a  
como un choque e n t r e  dos p a r t î c u l a s  si  se c ons i d é r a  ûni cament e  l a  i n - 
t e r a c c i ô n  e n t r e  e l  p r o y e c t i l  y los e l e c t r o n e s  a r b i t r a l e s .  E n t r e  los -  
modelos c l â s i c o s  senal aremos el  de Tomson ( 1 9 1 2 ) ,  que da un r e s u l t a d o
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c u a l i t a t i v o  c o r r e c t e  en la  t r a n s i t i o n  H -> , s i n embargo l a  p o s i c i ô n
y el  v a l o r  del  mâximo no concuerdan b i en con los r e s u l t a d o s  exper i men  
t a i e s ;  e l  modelo propuesto por  G r y z i n s k i  ( 1 9 5 9 ) ,  c o n s t i t u y e  l a  mej or  
aprox i maci ôn c l â s i c a  a los r e s u l t a d o s  e x p é r i m e n t a l e s ,  estando l as ma­
yores d i f e r e n c i a s  en l a  r e g i ô n  de al  tas e n e r g i a s .
Parece que un modelo c u â n t i c o  es mâs apropi ado para l a  obten^ 
ciôn de s i n embargo debi do a l a  c ompl e j i dad  del  problema no
e x i s t e  un t r a t a r n i en t o  cuyos r e s u l t a d o s  concuerden b i en con l os experi^ 
ment a l es .  A s i ,  l a  apr ox i maci ôn de Born es u t i l i z a d a  por Bethe ( 1 9 3 0 ) ,  
obteni ’ endo buenos r e s u l t a d o s  en el  rango de ener g i as  gr andes ,  s i n em­
bargo el  modelo f a l l a  para en e r g i a s  pequenas y e spec i a l ment e  en l a  re  
giôn donde es mâxima.  El modelo de Gt skur  ( 1964 )  es e l  que obt ÿe
ne f unc i ones  mâs prôximas a l as  curvas e x p é r i m e n t a l e s .
Se han hecho algunos i n t e n t o s  de f o r mul ac i ô n  semi empi r i ca  - 
que pret enden e x t e nd e r  el  rango de v a l i d e z  de los modelos c l â s i c o s  y 
c u â n t i c o s .  Senalaremos l a  f o r mu l a c i ô n  semi empi r i ca  de G r y z i n s k i  y l a  
de Drawin rvéase V â l y i  ( 1 9 7 6 ) ,  pâg.  30 y s i g u i e n t e s -  que se a j u s t a n  - 
b a s t a n t e  b i en  para el  proceso H ^ H* como para He He^ y H g Hg* .
En c u a l q u i e r  caso disponemos de una gran c a n t i d a d  de datos  
exper i ment a l  es que nos pueden s e r  u t i l e s  para pr opôs i t os  de di seRo.
En l a  F i gur a  I V . 2 se r e p r é s e n t a  l a  secci ôn e f i c a z  de i o n i z a c i ô n  en unj^ 
dades de na^^ ( s i endo  a^ el  r a d i o  de B ohr ) ,  f r e n t e  a l a  e n e r g i a  de los  
e l e c t r o n e s  i n c i d e n t e s  para los gases nob l es ;  estas curvas han s i do o^
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t e n i d a s  por  Rapp e t  a l .  ( 1965)  e x p e r i men ta 1 men t e . Los mâximos se p r e ­
sent an e n t r e  80 y 200 eV aumentando l a  p r o b a b i l i d a d  de i o n i z a c i ô n  con 
el  tamano de l os âtomos:
lo
I 10b
lO
E n trg fa  elftcfronJco, eV
F i g ur a  IV . 2 . -  S z c c Z â n  d e  Â , o n t z a c < . 6 n  p o/ i  i m p a c t o  z Z z c t ^ c â n - i c o  pa-
f ia  l o A  gaAZA n o b t z A .
La s ecc i ôn  e f i c a z  de i o n i z a c i ô n  de un âtomo e x c i t a d o  es bas 
t a n t e  mayor que l a  del  es t ado  fundament a l  ya que l a  e n e r g i a  r e q u e r i d a  
es en e s t e  caso menor que el  p o t e n c i a l  de i o n i z a c i ô n .  Este  v a l o r  pue­
de o b t e n e r s e  de l as  cur vas  c l â s i c a s ,  c u â n t i c a s  o se mi e mp i r i c a s  a n t e -
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r i o r me n t e  v i s t a s ;  e l l o  es f â c l l - d e  j u s t i f l c a r  en térmi nos del  modelo
atômico de Bohr.  Si  l a  secc i ôn  e f i c a z  se c o ns i dér a  d e l i m i t a d a  por l a
ô r b i t a  del  e l e c t r ô n  cuyo numéro c u â n t i c o  es n,  l a  secc i ôn e f i c a z  de!
âtomo e x c i t a d o  debe s e r  n * / Z ^  veces l a  del  est ado fundamental  ya que
2
el  r a d i o  de Bohr v a r i a  como n / Z .
Para l a  i o n i z a c i ô n  m u l t i p l e  e l  umbral  de e n e r g i a  se d e s p l a -  
za hac i a  v a l o r e s  c r e c i  entes a medida que el  i n d i c e  de i o n i z a c i ô n  aumen^ 
t a ;  por o t r a  p a r t e  se obser va que l as  secc i ones  e f i c a c e s  d i smi nuyen -  
con r espec t o  a l a  de i o n i z a c i ô n  s i mpl e ,  s i endo e l l o  p a r t i  cul  arment e  -  
not ab l e  en los âtomos a l c a l i n e s  que al  pe r der  un e l e c t r ô n  reducen mu - 
cho su tamano con l o  que l a  p r o b a b i l i d a d  de nuevas c o l i s i o n e s  ionizan^  
tes es menor.
I V . 1 . 3 . -  Est udi o  de una Fuente N i e r .
Dempster  ( 1 9 1 6 ) ,  fue el  pr i mer o  en u t i l i z a r  una f u e n t e  en - 
l a  que l os  iones eran generados por bombardeo de un gas con un haz de 
e l e c t r o n e s  pr ev i ament e  a c e l e r a d o ;  e s t e  p r o t o t i p o  f ue  mej orado mas t a r ­
de por Bl eakney ( 19 3 2 )  y sobre todo por  N i e r  ( 1 9 4 0 ,  19 4 7 ) ,  c o n s t i t u ­
yen do una de l as  p r i n c i p a l e s  i nnovac i ones  el  c o n f i n a mi e n t o  del  gas en 
una câmara de i o n i z a c i ô n  lo que p e r mi t e  que el  r e s t o  de l a  câmara se 
encuent r e  a una p r e s i ô n  mâs b a j a ,  con e l l o  se mej ora not abl ement e  l a  
e f i c i e n c i a  del  s i s t e ma .  En l a  F i g ur a  I V . 3 se ha r e pr e s e n t a do  un esque-  
ma bâs i co de l a  f u e n t e .  El gas e n t r a  en l a  câmara de i o n i z a c i ô n  a una 
p r es i ôn  del  orden de 10" *  T o r r ,  donde es i o n i z a d o  por los e l e c t r o n e s
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Fi gur a  I V.  3 . -  EAquzma d z  u na  ^ u z n t z  d z  ZonzA U Z z l^ . CI cdmafia d z  l o n l -  
z a c - i é n ;  R Azpz ZzdoA.  d z  -ConzAj EF A z n d Z j a  d z  z x t A a z z Z é n  
y ^ o z a t Z z a c Z ô n ;  S A z n d Z j a  d z  A a t - c da ;  flE h az  d z  z Z z c t A o -  
n z A ;  EG zn tAa do.  d z t  g aA.
e mi t i dos  por un f i l a m e n t o ;  est es  e l e c t r o n e s  son ace l er ados con a n t e -  
r i o r i d a d  de manera que penet ran en l a  câmara con una e n e r g i a  que nor -  
malmente ectâ  e n t r e  50-100 eV.  A veces se api  i ca un campo magnét ico - 
p a r a l e l o  a la d i r e c c i ô n  de! haz con el  f i n  de aumentar  el  r e c o r r i d o  - 
de los e l e c t r o ne s  y en consecuencia l a  p r o b a b i l i d a d  de c o l i s i ô n  i o n i ­
z ant es .  Una f r a c c i ô n  de los iones generados es e x t r a i d a  de la câmara 
a t r avés  de la a b e r t u r a  de l a  base i n f e r i o r .  La i n t e n s i d a d  puede opti^ 
mi zar se  con l a  ayuda de un campo e l e c t r o s t â t i c o  creado por el  e l e c t r o  
do r e p e l e d o r  que se encuent r a  a un p o t e n c i a l  a l go mâs p o s i t i v e  que el  
r e s t o  de l a  câmara.  Los iones son enfocados y ace l e r ados  hac i a  la aber^ 
t ur a  de s a l i d a .  El haz forma do puede someterse a un a n â l i s i s  en e n e r ­
gia  0  en masa, t r a t a r s e  por un sistema c o r r e c t o r  de aber r ac i ones  mec£
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n i c a s ,  ser  nuevamente enfocado y a c e l e r a do  e t c . ,  ant es  de i n c i d i r  en 
el  b l a n c o .  Un diagrama de es t as  p os i b l e s  opci ones puede ver se  en W i l ­
son y Brewer  ( 1 9 7 3 ) ,  pâg.  130.
En e l  c â l c u l o  de l as  pr opi edades f o c a l e s  del  s i s t ema el  pri^ 
mer paso es l a  d e t e r m i n a c i ô n  d e l à  d i s t r i b u c i ô n  de p o t e n c i a l  en l a  re  ^
gi ôn de i n t e r é s .  Para s i s t emas  con a b e r t u r a s  r e c t a n g u l a r e s  ( s i m e t r i a  
p l a n a r )  un método a l t e r n a t i v e  al  de r e l a j a c i ô n  es e l  de t r a n s f o r m a c i ô n  
conf orme.  El modelo mat emât i co  que r é s u l t a  mâs adecuado para s i m u l a r  
l a  g e ome t r i a  es el  de una d i s p o s i c i ô n  de e l e c t r o d o s  p a r a l e l o s  de espe^ 
sor  i n f i n i t e s i m a l ;  cada e l e c t r o d o  se supone de e x t e n s i ô n  i n f i n i  ta al  
i g u a l  que l a  l o n g i t u d  de l as  a b e r t u r a s .
La o bt e nc i ô n  del  p o t e n c i a l  para un sol o  e l e c t r o d o  es bastan^ 
t e  s i mpl e  de c a l c u l e r  por  e s t e  método,  Gl aser  y Henneberg ( 1 9 3 5 ) .  La 
e x t e n s i ô n  a una l e n t e  de t r è s  e l e c t r o d o s  fue r e a l i z a d a  por  Landet  
( 1 9 5 3 )  y Ar chard ( 1 9 5 4 ) ,  pero con c l e r t a s  l i m i t a c i o n e s ,  i n c l uy e n d o  l a  
s i m e t r i a  r e s p e c t o  del  e l e c t r o d o  c e n t r a l .  Boerboom ( 1 9 5 9 ,  1960)  d ésa­
r r o i  l ô  una s e r i e  de métodos i t é r a t i v e s  que per mi t en  r e s o l v e r  l as  ecu^  
c l ones  p l a n t e a d a s  para un s i s t ema que contenga un numéro c u a l q u i e r a  -  
de s u b e l e c t r o d o s  ; s i n embargo en todos l os  casos se supone que l a  coti 
f i g u r a c i ô n  t i e n e  una s i m e t r i a  de t er mi nada  o que la  s e p a r a c i ô n  e n t r e  - 
e l e c t r o d o s  adyacent es  es mayor que l a  anchura de l as r e n d i j a s ;  estas  
r e s t r i c c i o n e s  suponen una l i m i t a c i ô n  grande en l a  a p l i c a c i ô n  del  méto 
do a s i s t emas  p r â c t i c o s .  W a l l i n g t o n  ( 1 9 7 0 ) ,  mej ora uno de los métodos 
de Boerboom con el  f i n  de que r e s u i t e  a p l i c a b l e  a s i s t emas  en los que
no se r e q u i e r a  n i nguna c o n d i c i ô n  e s p e c i a l .  En l a  F i g u r a  I V . 4 se ha re  
pr esen t ado  un c o r t e  en el  p i ano xy de una d i s t r i b u c i ô n  en l a  que se - 
i n c l u y e n  n e l e c t r o d o s  con a b e r t u r a s  r e c t a n g u l a r e s  y un e l e c t r o d o  s in 
a b e r t u r a  que puede s i m u l a r  el  r e p e l e d o r  de i on e s ;  cada a b e r t u r a  es t â  
c o l ocada  s i m é t r i c a m e n t e  a l r e d e d o r  de!  e j e  y ,  s i endo i n f i n i t a m e n t e  l a £  
ga en l a  d i r e c c i ô n  Z p e r p e n d i c u a l r  a l  p i ano xy.  El o r i g e n  de coordena^ 
das se toma en el  c e n t r o  de l a  a b e r t u r a  mâs prôxi ma a l  e l e c t r o d o  repe  
l e d o r .  Con r e l a c i ô n  a l a  F i g u r a  I V . 4 e l  p o t e n c i a l  V ( y )  en un punto del  
e j e  v i e n e  dado por el  s i g u i e n t e  par  de ecuaci ones p a r a m é t r i c a s
= Vn+] *  ;  t g ' '  < i f r  ) ( ' V  6)
( I V . 7)
Las c on s t a n t e s  V j ,  d^,  d g . - . i d n  son conoci das  para un s i £
tema dado.  La v a r i a b l e  v es un pa r a mé t r é  a u x i l i a r  que r e l a c i o n a  l a  
ecuac i ôn  de v o l t a j e  con l a  ecuac i ôn  de l a  d i s t a n c i a .  Los par âmet r os  
a j ,  l as  denominadas c o ns t a nt e s  de t r a n s  f o r mac i ôn  del  -
s i s t e m a ,  su s i g n i f i c a d o  ge omé t r i c o  es e l  s i g u i e n t e :  a^ es l a  coor den ^  
da u del  borde s u p e r i o r  del  e l e c t r o d o  1 cuando el  s i s t e ma  se t r a n s f o ^  
ma al  p i ano compl e j o  uv ,  e l  borde i n f e r i o r  t i e n e  l a  coordenada u = - a ^ ;  
de forma anâ l oga  los par âmet r os  a t g . . .  , 8 2  ^ a 1 os bordes de l a  p a r t e  - 
e x t e r i o r  de los e l e c t r o d o s  ( i n f i n i t a m e n t e  a l e j a d o s  en el  p i ano x y ) . 
Las c ons t a nt e s  de t r a n s f o r m a c i ô n  se de t e r mi na n  a p a r t i r  de un c o n j u n ­
to de ecuac i ones  s i m u l t a n é e s  d e r i v a d a s  de l a  ecuac i ôn  de t r a n s f o r m a -  
c i ôn  y supuestas conoci das  l a s  c o nd i c i o n e s  de c o n t o r n o .  Para e l  s i s t e
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Fi g ur a  I V . 4 . -  C z o m z t A / . a  p a A a  l a  A z A o l u c l â n  d z t  p A o b l z m a  z t z c t A o A  t d t - c -  
co d z  un é l â t z m a  d z  z t z c t A o d o A  c o n  A l m z t A l a  p l a n a A ,  poA  
z t  m i t o d o  dz  t A a n i  ^ o A m a c l â n  c o n i o A m z  pAopuzA t o  poA Wa -  
l l l n g t o n  { 1970 ) ,
ma en e s t u d i o  l as  ecuac i ones  son
*2j-l ^ ^2i
2j - l '2i
( - l ) P  } ( I V . 8}
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p = 1 ,  2 j  -  1 > 2i
p = 2 ,  2 j  -  1 < 2 i
d .  . ü /  ( * 2 j  " ^
J .  =    = r .
n n 7  7 t
2a^j { (agj - a2,)(-l) }
î j * j  ( I V . 9)
t  = 1 ,  2 j  > 2 i - l
t  = 2 ,  2 j  < 2 i - l
en donde j  v a r i a  e n t r e  1 y n. Queda pues p l a n t e a d o  un s i s t ema de 2n 
ecuac i ones  no l i n e a l e s .  El método i t e r a t i v e  d é s a r r o i l a d o  por  W a l l i n g ­
ton para  su r e s o l u c i ô n ,  es d e s c r i  to con todo d e t a l l e  en el  t r a b a j o  an
t e r i o r m e n t e  c i t a d o  y no ent r a r emos aqui  en su a n â l i s i s .  Una vez pues-
te a punto l a  t é c n i c a  se api  i ca  en c o nc r e t o  a l a  o bt enc i ôn  de!  p o t e n ­
c i a l  en e l  e j e  de una f u e n t e  N i e r  s i mul ada medi an t e  c i nco e l e c t r o d o s  
( on a b e r t u r a s  r e c t a n g u l a r e s  y un e l e c t r o d o  r e p e l e d o r  s i n a b c r t u r a ; t a m  
b i e n  pueden obt ener se  l a s  d e r i v a d a s  su ces i vas  de V ( y )  a p a r t i r  de 
( I V . 6 ) .  En un t r a b a j o  p o s t e r i o r ,  W a l l i n g t o n  ( 1 9 7 1 ) ,  u t i l i z a  es t os  r e -  
s u l t a d o s  para a b or da r  e l  e s t u d i o  de una f u e n t e  N i e r  que forma p a r t e  de 
un e s p e c t r ô me t r o  de masas;  l a  f u e n t e  es a n a l i z a d a  en l a  r eg i ô n  p a r a ­
x i a l  v i endo l a  f o r ma c i ôn  de imâgenes t a n t o  r e a l  es como v i r t u a l e s  en -  
f u n c i ô n  del  v o l t a j e  del  r e p e l e d o r  que es uno de l os  parâmet ros mâs c^  
r a c t e r f s t i c o s  de la f u e n t e  de i o n e s .  También se r e a l i z a  un e s t u d i o  
aproximado de l a  v a r i a c i ô n  de l a  c o r r i e n t e  de i ones r ecog i da  en el  es  ^
p e c t r ô me t r o  en f u n c i ô n  de l a  t e n s i o n  del  r e p e l e d o r ;  es t a  curva es de
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gran i n t e r é s  ya que p r é s e n t a  uno-s mâxitnos que pueden s e r  u t i l e s  con 
v i s t a s  a me j o r a r  l a  s e n s i b i l i d a d  de!  s l s t e ma ,  en e s t a  curva se i n d u -  
yen tambi én l as  t r a y e c t o r i a s  que t r a n s c u r r e n  en l a  zona de t e r c e r  or  
den .
En e l  a p a r t a d o  s i g u î e n t e  presentamos un e s t u d i o  l l e v a d o  a ■ 
cabo para una f u e n t e  con s i m e t r f a  r o t a c i o n a l  que en muchos aspect os  ■ 
seréi s i m i l a r  al  r e a l i z a d o  por W e l l i n g t o n .
I V . 2 . -  APLICACION DEL METODO DE DENSIDADES DE CARGA AL ESTUDIO DE UNA 
FUENTE NIER CON ABERTURAS CIRCULARES.
Hemos v i s t o  en c a p i t u l e s  a n t e r i o r e s  que el  método d e s a r r o -  
l l a d o  es de una gran g e n e r a l i dad y puede a p l i c a r s e  a c u a i q u i e r  s i s t e -  
ma e l e c t r o s t â t i c o  que tenga s i m e t r i a  r o t a c i o n a l ,  l a  ûni ca t a r e a  a rea_ 
l i z a r  en cada caso es g e ne r a r  l a  c o n f i g u r a c i ô n  c o r r e s p o n d i e n t e  - Ayudln^ 
donos de estos c a l c u l e s  c o ns t r u i r e mos  un modelo que s i mul a  e l  compor-  
t a mi e n t o  de l a  f u e n t e  con v i s t a s  a comprobar  que l a  geomet r î a  e s c o g i -  
da es adecuada para l a  e x t r a c c i ô n  y enfoque y a o p t i m i z e r  l as  c o n d i -  
c i ones de o pe r a c i ô n  del  s i s t e m a ,  t en i en do  en cuenta que e s t e  t i p o  de 
f u e n t e  nos i n t e r e s a  un compromise e n t r e  l a  mâxima i n t e n s i d a d  de co-  
r r i e n t e  i ô n i c a  y l a  minima d i s p e r s i ô n  en e n e r g i a .  Para una f u e n t e  de 
iones  N i e r  el  esquema es s i m i l a r  al  de l a  F i gu r a  I V . 3 i nc l uyéndose  a 1^
gunos e l e c t r o d e s  a d i c i o n a l e s  que per mî t en  c e r r a r  el  c o n t o r n o .  En l a  -
F i g u r a  I V . 5  se r e p r é s e n t a  l a  geomet r î a  que se ha empleado para l a  s i -
mul ac i ôn  de l a  misma.
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F i g u r a  I V . 5 , -  EAquema cfe una ^ue.nte dz i i l m z t A l a  aotaz -L ona t .  Gzo
mztAl a  gznzAada paaa l a  i l m u l a c l d n  dz una ^ u z n t z  A z a l .
Valo^  d z l  4 l 6 t z m a :  Rj - 1 . 2 5 ,  Rg = 2 . 0 ,  R^ = 2 . 5 ,
R^ = 5 . 0 ,  Rg = 2 0 . ,  R  ^ - 5 0 . ,  dj  = 5 . 0 ,  d^ = 2 . 0 ,
d^ = 4 . 0 ,  dg = 0 . 5 ,  d^ - 2 5 . ,  d^ = 90.  Toda& la &  dlmzn-
s l o n z i  i z  zxpAz6an zn rum.
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En e s t a  r e p r e s e n t a c i ô h  se han hecho a l gunas s i m p l i f i c a c i o - 
nés con r e s p e c t e  al  ver dader o  d i seno .  A s î , se i gnor an  l es  a guj e r os  de 
e n t r a d a  del  haz de e l e c t r o n e s  y del  gas;  s i n  embargo al  e s t a r  en l as  
paredes l a t é r a l e s  de l a  câmara de i o n i z a c i ô n  l a  p e r t u r b a c i ô n  que p r o -  
ducen en la  r eg i o n  de i n t e r é s  puede d e s p r e c i a r s e ; i n c l u s e  el  mismo 
e f e c t o  de l as paredes l a t é r a l e s  tampoco es s i g n i f i c a t i v e  en di cha  r e -  
g i ô n ,  para j u s t i f i c a r  es t e  haremos r e f e r e n c i a  a l  probl ema de l a  c a j a  
c i l i n d r i c a  r e s u e l t o  en e l  apar t ado 1 . 3 ;  segûn se ve en l a  Tabl a  1 . 5  -  
el  e f e c t o  de l a  pared l a t e r a l  es a p r e c i a b l e  en sus p r o x i m i d a d e s , s i n  
embargo en l a  p a r t e  c e n t r a l  l a  d i s t r i b u c i ô n  es pr S c t i c a me nt e  l a  que - 
corresponde a dos d i scos p a r a l e l o s  de 2 . 0  cm de r a d i o  y 0 . 5  cm de se -  
p a r a c i ô n .  No o bs t a n t e  l a  pared l a t e r a l  se ha i n c l u i d o  para t e n e r  en -  
cuent a  su e f e c t o  de a p a n t a l l a m i e n t o  sobre l a  r e g i ô n  de i o n i z a c i ô n  ya  
que é v i t a  l a  p e n e t r a c i ô n  de l a s  l i n e a s  de campo de l a  zona e x t e r i o r ;  
senalemos que es t a  s i t u a c i ô n  no se da en l a  s i mu l a c i ô n  de Wa l l i n g t o n  
ya que supone 1 os e l e c t r o d o s  i n d é f i n i  dos.  Por l as  razones ya expuest as  
no se t i e n e  en cuenta l a  p e r t u r b a c i ô n  creada por el  f i l a m e n t o  a un po 
t e n c i a l  e n t r e  50 y 100 V por debaj o del  de aquel . l a .
Una nueva s i m p i i f i c a c i ô n  c o ns i s t e  en d e s p > e c i a r  el  espesor  
de l a  pl aça  e x t r a c t o r a  y l a de s a l i d a ;  s i n  embargo se ha t en i do  en 
cuent a  el  espesor  de l a  base de l a  câmara de i o n i z a c i ô n  ( s i mul ada  me- 
d i a n t e  dos di scos con una a b e r t u r a  de 1 . 2 5  mm de r a d i o  separados 0 . 5  
mm). Esto se ha hecho por razones de di seno p r â c t i c o ;  dado que se tra^ 
ta de una f u e n t e  cuya c a r a c t e r i s t i c a  p r i m o r d i a l  es l a  de p r o d u c i r  ha-  
ces con poca d i s p e r s i o n  en e n e r g i a ,  conv i ene  e v i t a r  l a  pe n e t r a c i ô n  del
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campo de l a  r e g i ô n  de a c e l e r a c i d n  ya que en l a  misma puede a l c a n z a r  
v a l o r e s  grandes ( h a s t a  unos 3 . 0 0 0  Vm' ^ ) ;  l a  forma de l o g r a r l o  es ha -  
c e r  l a  base r e l a t i v a m e n t e  gruesa y el  no c o n s i d é r e r  es t a  c a r a c t e r i s t i ^  
ca en l a  s i mu l a c i ô n  numér ica puede l l e v a r  a r e s u l t a d o s  que no c o r r e s -  
ponden a 1 os v e r d a d e r o s .
En l a  ge ne r a c i ô n  de l a  geomet r î a  de l a  F i g u r a  I V . 5 se han - 
empleado 78 s u be l e c t r o d o s  ; el  c r i t e r i o  segui do para su d i s t r i b u c i ô n  es 
el  mismo que u t i l i z a m o s  en l a  l e n t e  e i n z e l .  En el  e s t u d i o  que p r e s e n ­
tamos a c o n t i n u a c i ô n  se ha supuesto f i j a  l a  p o l a r i z a c i ô n  de l a  mayor  
p a r t e  de 1 os e l e c t r o d o s ;  a s î ,  l a  câmara de i o n i z a c i ô n  sc p o l a r i z a  a 
200.  V,  el  e l e c t r o d o  a c e l e r a d o r  a 130.  V y el  de s a l i d a  j u n t o  con t o -  
dos 1 os que c o n f i g u r a n  el  c i  e r r e  se encuent r an  coner t ados  a t i e r r a .
El p o t e n c i a l  del  r e p e l edor  sera  por lo gener a l  v a r i a b l e  y s i empr e  que 
no se e s p e c i f i q u e  se supondrâ i g u a l  a 205,  V.
I V . 2 . 1 . -  P r e c i s i ô n  del  C a l c u l e  de P o t e n c i a l e s .
Una vez que se ha generado el  s i s t ema convi ene  e f e c t u a r  un 
a n â l i s i s  de l a  p r e c i s i ô n  con que es o b t e n i d a  l a  d i s t r i b u c i ô n  de potej i  
c i a l .  Ya hemos d i s c u t i d o  ampl i ament e  e s t e  aspecto en el  c a p î t u l o  a n t ^  
r i o r  y por t a n t o  nos l i m i t a r e m o s  a p r e s e n t a r  1 os r e s u l t a d o s  para l a  
f u e n t e .  En la  Tabl a  I V . 1 se muest ran 1 os p o t e n c i a l e s  c a l c u l  ados por  
a p i i c a c i ô n  de l as  ecuac i ones  ( 1 . 2 6  -  1 . 4 3 )  en d i v e r s e s  puntos s i t u a d o s  
sobr e  1 os e l e c t r o d o s  o prôximos a e l l e s .  Los r e s u l t a d o s  concuerdan  
bi e n  con 1 os v a l o r e s  ex a c t e s  de cont or no e s p e c i a l  mente en l a  r eg i o n  -
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z(mm)
1 . 25 6 . 2 5 11 . 25 16 . 25
- 8 1 . 5
0 . 0041
( 0 . 0 )
0 . 0 0 0 2
( 0 . 0 )
- 0 . 0 0 0 2
( 0 . 0 )
0 . 004
( 0 . 0 )
- 2 . 5
205 . 0 0
( 2 0 5 . 0 )
204 . 99
( 2 0 5 . 0 )
2 0 5 . 13
( 2 0 5 . 0 )
2 0 4 . 9 2
( 2 0 5 . 0 )
2 . 0
199 . 56
( 2 0 0 . 0 )
199 . 98
( 2 0 0 . 0 )
199. 97
( 2 0 0 . 0 )
199 . 89
( 2 0 0 . 0 )
2 . 5
198 . 44
( 2 0 0 . 0 )
2 0 0 . 00
( 2 0 0 . 0 )
199 . 95
( 2 0 0 . 0 )
199 . 88
( 2 0 0 . 0 )
4 . 5 131 . 59
130 . 2 8
( 1 3 0 . 0 )
129. 89
( 1 3 0 . 0 )
129 . 79  
( 1 3 0 . 0 )
8 . 5 2 2 . 4 5
- 0 . 0 0 8
( 0 . 0 )
- 0 . 0 0 5
( 0 . 0 )
-0 . 038  
( 0 . 0 )
Tabl a I V .  1 . -  VatoAe^i obt^ni.do6 numéfLZcamzntz paA.a. e,t poto.nc.iat  en pan 
to& 6obn.e. t o i  '^te.ctA.odoi de t a  ^uzi itc o p/iôximoi a c t t o i .  
Et oAigcn i o  toma en e.t ccntAo de. t a  cdmaxa de io  n i z a c i d  n , 
ta s  z p o s i t i v a i  se miden h a c i a  t a  abeAtuxa  de s a t i d a .  Et  
ndmexo i n ^ e x i o x  que se  pàne en a tgunos de t o i  caadxos 
[puntos sobxe e t e c t x o d o s ]  coxx.esponde a t  vatox  exacto d e t  
p o t e n c i a t .
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cercana al  e j e  ( p =  1 . 2 5  mm), ya que aun para puntos que se encuen ­
t r a n  en el  borde ( z = 2 . 0  mm, z = 2 . 5  mm) el  e r r o r  no l l e g a  a s u p e r a r  
el  0 . 8%;  e l l o  nos p e r mi t e  suponer  que en puntos f u e r a  de 1 os c o nd u c t ^  
r e s ,  y p a r t i c u l a r m e n t e  en el  e j e  donde e l  c a l c u l e  es mucho mas s i m p l e ,  
e s t e  e r r o r  es b a s t a n t e  menor e s t i mândo l o  i n f e r i o r  en c u a l q u i e r  caso -  
al  0 .5%.
Para d e t e r m i n a r  l as  t r a y e c t o r i a s  de 1 os i ones  en l a  zona p^  
r a x i a l  y en l a  de t e r c e r  orden neces i t amos conocer  el  p o t e n c i a l  en el  
e j e  y sus c u a t r o  p r i mer as  d e r i v a d a s .  En l a  F i g u r a  I V . 6 se han r e p r e -  
sentado es t as  f u n c i o n e s ;  se obser va un buen compor t ami ent o de l as  de ­
r i v a da s  en 1 os puntos n o t a b l e s  - i n f l e x i o n ,  mâximos y mi ni mos-  si  b i en  
es c i e r t o  que e l  e r r o r  debe aumentar  al  i r  c a l c u l a n d o  l as  s u c e s i v a s  - 
d e r i  v a da s .
I V . 2 . 2 . -  T r a y e c t o r i a s  E l e c t r ô n i c a s  en l a  Câmara de I o n i z a c i ô n .
Ya hemos v i s t o  que l a  f ormaci Ôn de i ones en una f u e n t e  N i e r  
t i e n e  l u ga r  por choque de e l e c - r o n e s  con l as  mol écu l as  de gas en l a  - 
câmara de i o n i z a c i ô n .  De los iones generados so l o  una p a r t e  se encuei i  
t r a  en l a  r e g i o n  en l a  que pueden ser  e x t r a i d o s ,  los r e s t a n t e s  se p i e r  
den al  c o l i s i o n a r  con l os  e l e c t r o d o s .  Para poder  e s t i m a r  l a  p o s i c i ô n  
de es t a  zona neces i t amos conocer  p r ev i ament e  l a  t r a y e c t o r i a  de l os elec^ 
t r ônes  en l a  câmara.  Est e  probl ema es a b or da b l e  si  se hacen una s e r i e  
de h i p ô t e s i s  que l o  s i m p l i f i q u e n .
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A s i ,  l a  pr i mera  de e l l a s  c o n s i s t e  en d e s p r e c i a r  e l  e f e c t o  - 
de l a s  componentes t é r mi cas  de l a  v e l o c i d a d  de los e l e c t r o n e s  que,  co^  
mo se sabe,  son e mi t i d o s  por  el  f i l a m e n t o  con una d i s t r i b u c i ô n  en ener^ 
g î a  de t i p o  m a x w e l l i ano (modi  f i c a d a  debi do al  f i l t r a d o  de los e l e c t r o  
nés mas l e n t o s  al  a t r a v e s a r  l a  b a r r e r a  de p o t e n c i a l ) .  Por o t r a  p a r t e  
no tendremos en cuent a  l a  r e p u l s i ô n  mutua de l as cargas que t i e n d e  a 
pr o vocar  l a  a p e r t u r a  del  haz en d i r e c c i o n e s  normales al  e j e  del  mismo.  
Fi n a l me nt e  i gnoraremos el  e f e c t o  de l a  a b e r t u r a  de en t r ada  a l a  câma­
r a ,  '
Todas es t as  s i m p l i f i c a c i ones nos per mi t en  p l a n t e a r  e l  p r o ­
blem a en te r mi nes  del  c a l c u l e  de t r a y e c t o r i a s  cuyas cond i c i ones  i n i -
c i a l e s  s e r â n ,  en cuant o a p o s i c i ô n  l a  de e n c on t r a r s e  aproximadamente  
en l a  p a r t e  c e n t r a l  de l a  a b e r t u r a  de e n t r a d a  a l a  câmara y en cuanto  
a v e l o c i d a d  l a  i mpuesta por  l a  ddp e n t r e  el  f i l a m e n t o  y l a  câmara de 
i o n i z a c i ô n .  De es t a  manera es p o s i b l e  o bt ener  una i n f o r ma c i ô n  que,  si  
b i e n  no es e x a c t a ,  al  menos darâ i d ea  del  compor tami ent o de buena par  ^
t e  de los e l e c t r o n e s .  Esta  i n f o r ma c i ô n  la  u t i l i z a r e m o s  p o s t e r i o r m e n t e  
en e l  c â l c u l o  de la s e n s i b i l i d a d  de l a  f u e n t e .
Para el  c â l c u l o  de l as  t r a y e c t o r i a s  se ha a p l i c a d o  el  mé t o ­
do de l a  f u e r z a  promediada en l a  pr i mer a  etapa y el  de d i f e r e n c i a s
c e n t r a l e s  en l as  r e s t a n t e s .  Las componentes de! campo se o b t i e n e n  por  
c â l c u l o  d i r e c t e  medi ant e  l as  ecuaci ones gé né r a l e s  ( 1 . 4 5  - 1 . 4 9 )  ya que 
l as  t r a y e c t o r i a s  t r a n s c u r r e n  en su mayor p a r t e  por zonas en l as  que - 
no son a p l i c a b l e s  1 as aprox i mac i ones  de p r i me r  o t e r c e r  or den.
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Fi gura  I V .  7 . -  Po6ZcX.ân ax4,al p a \ a  0  = 0, dz ta& tf iai j zctof iZaà d z l  haz 
dz z t z c t x o n z i  zn liuncZân dz t a  ddp z n t a z  z l  azpztzdof i  y 
t a  câmaaa dz t o n i z a z i ô n .  Condlz tonzé  t n t c t a t z é : 
p = - 1 . 9 5  cm, i. « J.1 mm, = 7. 5x10^  m/ a,  = 0.
En l a  F i gur a  I V . 7 se ha r epr esent ado  l a  pos i c i ô n  a x i a l  del  
e l e c t r ô n  en el  e j e  de l a  f uent e  (p = 0)  en f unc i ôn  de la ddp e n t r e  el  
r e p e l e d o r  y e l  r e s t e  de l a  câmara.  Observamos un compor tami ento l i n e a l  
en l a  v a r i a c i ô n  de l a  p o s i c i ô n ;  hemos hecho o t r a s  pruebas var i ando l as  
condi c i ones i n i c i a l e s  obt eni endo r e s u l t a do s  simi  l a r e s .  En c u a l q u i e r  ca^  
so es é v i d e n t e  que l a  reg i on  de i o n i z a c i ô n  va despl azândose hacia el  
r e p e l e d o r  a medida que e s t e  se hace mas p o s i t i v e .
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La s i m p ! i f i c a c i on que mas puede r e s t r i n g i r  l a  v a l i d e z  de l  -  
e s t u d i o  es q u i z â  l a  de haber  i gnor ado el  e f e c t o  de l a  carga e s p a c i a l .  
Con f r e c u e n c i a  l a  I n t e n s i d a d  de c o r r i e n t e  de e l e c t r o n e s  es l o  s u f i -  
c i e n t e me nt e  gr ande como para  que sea p r e c i s o  t e n e r l a  en c u e n t a ;  por  
e l l o  hemos i n t e n t a d o  a n a l i z a r  b a j o  que co nd i c i o n e s  s é r i a  r a z o n a b l e  
a p l i c a r l a .  En c o n c r e t e  se ha hecho el  e s t u d i o  para  un haz de secc i ôn  
r e c t a n g u l a r  que puede r e p r e s e n t a r  b i e n  un p o s i b l e  caso p r â c t i c o  en el  
que t a n t o  la a b e r t u r a  de e n t r a d a  a l a  câmara como el  f i l a m e n t o  tengan  
e s t a  s i m e t r i a .
Nuevamente l a  c o i i p i e j i d a d  del  probl ema r e a l  e x i g e  l a  u t i l i ­
z a t i o n  de unas a p r o x i m a c i ones que p e r mi t a n  su e s t u d i o ,  a l  menos d e n t r o  
de la câmara.  Podemos r e s u mi r  l as  aprox i mac i ones  r e a l i z a d a s  en l a  s i - 
g u i e n t e  f o i  ma : a)  El ûni co  campo e l é c t r i c o  que ac t ûa  es el  debi do a -  
l a s  p r o p i as  c a r g a s ;  b) La s ecc i ôn  del  haz t i e n e  una anchura mucho ma­
y o r  que l a  a l t u r a ;  c) El cnsanchami en to que s u f r e  es pequeno mant en i en  
dose la forma de c i l i n d r o  r e c t a n g u l a r ;  d) Se supone una s i t u a c i ô n  de 
f l u j o  l a m i n a r ,  s i n  crue? de t r a y e c t o r i a s .
Estas a p r o x i ma c i o n e s  son anâ l ogas  a l as  que Wi l son y Brewer  
( 1 9 7 3 ) ,  a p l i c a n  a un haz de s ecc i ôn  c i r c u l a r .  Obt i enen  e l  campo trans^ 
v e r s a i  que act ûa  en el  haz por  r e s o l u c i ô n  de l a  ecuac i ôn  de Poi sson y 
e s t u d i a n  l a  évo l ue  i on de l a  envol  v ent e  b a j o  l a  a cc i ôn  de e s t e  campo.
El r e s u l t a d o  se puede o b t e n e r  a p a r t i r  de unas curvas u n i v e r s a l e s  que 
dan e l  r a d i o  del  h a z ,  r e l a t i v e  al  i n i c i a l ,  en f u n c i ô n  de l a  d i s t a n c i a  
l o n g i t u d i n a l  r e c o r r i d a  y de una c o n s t a n t e  en l a  que i n t e r v i e n e n  los -
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parSmetros c a r a c t e r î s t i c o s  del  haz como su i n t e n s i d a d ,  e n e r i a ,  e t c .  
A s î ,  para un haz de 100 uA a c e l e r a do  pr ev i ament e  con 160 V ( c o n d i c i o ­
nes aproximadas a l as  de n ues t r a  f u e n t e )  y con un r a d i o  i n i c i a l  de 
1 mm, se i ncr ement a  el  mismo en una décima p a r t e  aproxi madamente a l  -  
cabo de r e c o r r e r  2 cm; para r a d i os  i n i c i a l e s  mayores el  aumento r e l a ­
t i v e  d i smi nuye en forma a p r e c i a b l e .  Puede p a r e c e r  que las apr o x i ma c i o  
nes e f e c t u a d a s  no se a p l i c a n  c o r r e c t ame nt e  ya que por  e j empl o en l a  -  
p r S c t i c a  un haz de e l e c t r o n e s  nunca es l a m i n a r ,  s i n  embargo Wi l son y 
Brewer  sena l an  que los r e s u l t a d o s  concuerdan b i en  con l as c a r a c t e r i s -  
t i c a s  de p r i mer  orden observadas para e s t e  caso.
S i gu i endo  el  mismo model o ,  obtenemos para el  c i l i n d r o  r e c ­
t a n g u l a r  un ensanchami ento que es p r o p o r c i o n a l  al  cuadrado de l a  d i s ­
t a n c i a  l o n g i t u d i n a l  e i n d e p e n d i ent e  de l a  a l t u r a  i n i c i a l .  En c o nc r e t e  
si iponiendo un haz de l a  misma i n t e n s i d a d  y e n e r g i a  que en el  caso an­
t e r i o r  y de l as  di mensi ones que debemos t e n e r  aproximadamente en nues^ 
t r a  g eomet r î a  ( 5  mm x 1 mm) r é s u l t a  un ensanchami ent o de 0 . 0 8  mm al  - 
r e c o r r e r  una d i s t a n c i a  de 2 cm.
A p a r t i r  de es t e  dato podemos c o n c l u i r  que si  b i en el  e f e c ­
to de l a  carga e s p a c i a l  no es del  todo d e s p r e c i a b l e  en un haz de las  
c a r a c t e r î s t i cas dadas,  su i n f l u e n c i a  no es muy s i g n i f i c a t i va aunque -  
no se deben o l v i d a r  l as l i m i t a c i o n e s  del  modelo que hemos a p l i c a d o .
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I V .2  . 3 . -  C a r a c t e r i z a c i o n  de la  Fuente  en l a  Zona P a r a x i a l .
Vamos a p r e s e n t a r  en e s t e  apar t ado  l as  propi edades f o c a l e s  
del  s i s t emc  tn l a  zona p a r a x i a l .  El p r i me r  a n â l i s i s  ha c o n s i s t i d o  en 
d e l i m i t a r  la e x t e n s i o n  de d i cha  zona en r e l a c i ô n  con l as componentes 
del  campo e l é c t r i c o  que son l as  que i n t e r v i e n e n  en el  c â l c u l o  de l a s  
t r a y e c t o r i a s ;  comparando los r e s u l t a d o s  para est a  apr ox i mac i ôn de p r ^  
mer orden con los obt en i d os  d i r e c t a m e n t e  a p a r t i r  de l as  ecuac i ones  
( 1 . 4 5  - 1 . 4 9 ) ,  c o n c l u imos que es a p i i cab l e  con un e r r o r  i n f e r i o r  al  
1% en l os  puntos que d i s t e n  menos de 0 . 1  mm del  e j e .  Las mayores l imi^ 
t a c i o n e s  est an  en l a  r e g i o n  de e x t r a c c i ô n  y enfoque donde l os campos 
son mas i n t e n s o s ;  en o t r a s  pos i c i o ne s  a x i a l e s  l a  zona se e x t i e n d e  a 
0 . 4  mm 0  mas. Est e  r e s u l t a d o  no se mo d i f i c a  sust a n c i a l mente al  v a r i a r  
el  p o t e n c i a l  del  r e p e l e d o r  que scrâ  un par amét r é  en muchas de l as  cu£  
vas que se han r e p r e s e n t a d o  para c a r a c t e r i z a r  l a  f u e n t e .
Ot ra  c u e s t i ô n  p r e v i a  a c o n s i d e r a r  es l a  a s i g n a c i ô n  de l as  - 
c o nd i c i on es  i n i c i a l e s  para  l as  t r a y e c t o r i a s .  Es é v i d e n t e  que en l a  co^  
l i s i ô n  l a  t r a n s f e r e n c i a  de momento del  e l e c t r ô n  al  âtomo es desprecia^ 
bl e  debi do a l a  gran d i f e r e n c i a  de masas y l a  e n e r g i a  i n i c i a l  a s o c i a -  
da al  iôn es p r â c t i c a m e n t e  l a  del  âtomo antes de c o l i s i o n a r .  Suponien  
do en el  gas una d i s t r i b u c i ô n  de e n e r g i a  que obedece l a  e s t a d î s t i c a  - 
de M a x w e l l - Bol t zmann podemos e s t i m a r  que l a  e n e r g i a  mas pr obabl e  es 
KT s i endo T la t e m p e r a t u r a  a b s o l u t a  del  gas.  Los pr i meros e s t u d i o s  so^  
bre l as  pr opi edades  de enfoque de l a  f u e n t e  N i e r ,  Naidu e t  a l .  ( 1 9 6 6 ) ,  
d e s p r e c i a n  e s t e  e f e c t o  s i n  embargo e l l o  supone una 1 imi  t a c i ô n  i mpor ­
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t a n t e  ya que en una f u e n t e  r e a l  ' l as t r a y e c t o r i a s  pueden comenzar  en 
c u a l q u i e r  d i r e c c i o n .  Fock ( 1969 )  y o t r o s  t r a b a j o s  p o s t e r i o r e s  i n d u -  
yen e s t a  componente t é r mi c a  i n i c i a l  para c o n s t r u i r  un modelo mas apro 
ximado.  Nosot ros hemos supuesto a l o  l a r g o  de e s t e  e s t u d i o  que l a  tem 
p e r a t u r a  de 1 gas es 300 K, e l l o  impi  i ca  que el  modulo de l a  v e l o c i d a d  
i n i c i a l  de un iôn argon r e p r é s e n t a t i v o  (masa atômi ca 3 9 . 9 4 8  uma) es 
353 . 5  m s ”  ^ para todas l as  t r a y e c t o r i a s .  Mas a d e l a n t e  comentaremos e l  
e f e c t o  de c o n s i d e r a r  p o s i b l e s  v a r i a c i o n e s  de est a  v e l o c i d a d  i n i c i a l .
Con el  f i n  de i l u s t r a r  l a  for mac i ôn de imâgenes r e a l e s  se 
han d i b u j a d o  en l a  F i g ur a  I V . 8 ( a )  y ( b )  d i v e r s a s  t r a y e c t o r i a s .  El p l ^  
no b b j e t o  es t a  s i t u a d o  en el  c e n t r o  de l a  câmara de i o n i z a c i ô n  ( z=0 ) .  
Hemos de s e n a l a r  l a  n i t i d e z  de l as  i mâgenes,  su ext romo e s t â  p e r f e c t ^  
mente d e f i n i d o  por el  c o r t e  de t r è s  de l as  t r a y e c t o r i a s .  A medida que 
di smi nuye V^ l a  imagen se acerca al  o b j e t o ;  para v a l o r e s  de V^ négat i f  
vos r e s p e c t e  del  p o t e n c i a l  de l a  câmara de i o n i z a c i ô n  el  campo del  re 
p e l e do r  es d e s f a v o r a b l e  para l a  e x t r a c c i ô n  de iones pero e s t e  e f e c t o  
es compensado por l a  p e n e t r a c i ô n  del  campo a c e l e r a d o r ,  en e s t a  r eg i ôn  
aparece  una segunda imagen como se muest r a  en l a  F i gur a  I V . 9.
No o b s t a n t e  por t r a t a r s e  de una zona en l a  que el  campo de 
e x t r a c c i ô n  es d é b i l  los c â l c u l o s  son muy c r î t i c o s ,  y una pequena varia^ 
ciÔn en l a  l o n g i t u d  del  i n t e r v a l o  e n t r e  dos puntos de la  t r a y e c t o r i a  
mo d i f i c a  s ens i b l ement e  l a  p os i c i ô n  de l as  i mâgenes;  a s î  pues,  y sobre 
todo en l as  etapas  i n i c i a l e s ,  se ha i mpuesto un paso r e l a t i v a m e n t e  pe^  
queRo.  En c u a l q u i e r  caso se t r a t a  de una r eg i ô n  que para nosot r os  t i e
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F i g ur a  I V . 8 . -  ro^tmac-lân de. X.mû.Qene6 xe.a(.e& e.n ta. f u e n t e .  Tfiazadon. 
CALCOhiP.
ne poco i n t e r é s  p r â c t i c o .  Para -  196 . 6  V e l  iôn no es capaz de re 
montar  el  campo y es desv i ado h ac i a  e l  r e p e l e d o r .
F i g u r a  I V . 9 . -  FoAmacZân do. t a  éegunJa tmagen fceat,  = 196. 7  V. Taa-  
zadoA CALCOMP.
La F i g ur a  I V . î O  muest ra l a  pos i c i ô n  de l a  pr i mer a  imagen 
r e a l  en f unc i ôn  de V^ para un o b j e t o  s i t ua d o  en z=0 .  Puede ver se  que 
l a  v a r i a c i ô n  es r e l a t i v a m e n t e  suave except o en la zona prôxima a l  va 
1 or  de c o r t e .
i b 3 .
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Fi g ur a  I V .  1 0 . -  PoA^c^ân de. t a  pfitmefia .^mage.n Aeat  en ^unc-tdn d e t  v o l -  
t a j e  AepetedûA,
Para p r o pô s i t o s  p r a c t i c e s  i n t e r e s a  tambi én el  e s t u d i o  de la 
f o r mac i ôn  de l a  imagen v i r t u a l .  F i gu r a  I V . 11,  que es la que ve el sistema 
s i t u a d o  de t r â s  de l a  f u e n t e  ( e s p e c t r ô m e t r o , a n a l i z a d o r  de e n e r g i a ,  e t c . )  
por e l l o  hemos r e a l i z a d o  un e s t u d i o  de l a  v a r i a c i ô n  del  aumento l a t e ­
r a l  de esta  imagen en f u n c i ô n  de V ^ , los r e s u l t a d o s  se muest ran en la 
F i g u r a  I V . 1 2 . -
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Fi gur a  I V .  1 1 . -  Foxmaciân dz t a  tmagzn v l f i t a a t  zn t a  ^uzn tz  dz Conzé; 
= I 9 « .  V, H = - 0 . 2 B.  TAazadofL CALCOMP.
En el  a n â l i s i s  p a r a x i a l  que hemos presentado se suponen los 
iones monoenergét i cos y generados en una r eg i ôn  de espesor  i n f i n i t é s ^  
mal .  En una f u e n t e  r ea l  l os  iones pueden gener ar se  con ener g i es  com-  
prendi das e n t r e  cero y v a r i o s  eV,  e l l o  se t r aduce  en una pérdi da  de - 
n i t i d e z  en la imagen;  el  mismo e f e c t o  produce el  hecho de que los iones  
pueden e s t a r  s i t uados i n i c i a l m e n t e  dent ro de una zona de algunas déci^ 
mas de m i l i m e t r o  de a l t u r a ,  ya que por lo gener a l  el  haz de e l e c t r o n e s
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va a t e n e r  un g r o s o r  a p r e c i a b l e .  Est e  segundo e f e c t o  es pr obabl ement e  
el  mas s i g n i f i c a t i v e  i n f l u y e n d o  t ambi én en l a  d i s p e r s i o n  de e n e r g i a  
del  haz f i n a l ,  sobr e  todo para v o l t a j e s  de r e p e l e d o r  gr andes .
1.5
0 .5  -
200 202 20 4 206 208198
Vr ( V )
- 0.5  -
F i g u r a  I V .  1 2 . -  Aume.nto late-fiaZ.  de t a  ttnage.n v t n . t u a l  p^oduc-Cda pon. t a  
^u^nte.  de en ^unc-iân d e t  v o t t a j o .  fio,pztzdofi.
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I V . 2 . 4 . -  Zona no P a r a x i a l :  Estudi o de l a  Aber raci on E s f e r i c a .
En muchas a p l i  cac i ones p r a c t i c e s  el  haz de iones esta com- 
puesto por p a r t i c u l a s  cuyas t r a y e c t o r i a s  d i scur r en  en puntos no si tua^ 
dos en l a  zona p a r a x i a l .  Es i n t e r e s a n t e  a n a l i z a r  el  comportamiento del  
sistema en ot r as  r e g i o n e s . Una forma usual  de h acer l o  -véase por ejem 
plo Wi l son y Grever  ( 1 9 7 3 ) ,  pag.  185 y s i gui  en t es -  es r e p r e s e n t a r  l a  
v a r i a c i ô n  de l a  pendi ent e  p ' a l a  s a l i d a  del  sistema f r e n t e  a l a  posi^ 
ciôn i n i c i a l  p para d i ver ses  t r a y e c t o r i a s  cuya pendi ent e  i n i c i a l  es - 
nul a .  Si l a  f uent e  e s t u v i e r a  l i b r e  de aber rac i ones la g r â f i c a  s é r i a  - 
una l î n e a  r e c t a ;  l a  desv i ac i ôn  de l a  curva r é s u l t a n t e  con r especto a 
e l l a  es una medida de la  magni tud de l a  aber r ac i ôn  e s f é r i c a .  Realmen-  
t e ,  en es t e  e f e c t o  se i n c l u y e  también una c o n t r i  bue i ôn de t i p o  cromâ-  
t i c o  debido a que las pos i c i ones  r a d i a l e s  no son equi  potenci  a i e s , con^  
t r i b u c i ô n  que en nuest ro caso a d i f e r e n c i a  de lo que ocur re en una 
l e n t e  s i mpl e ,  es imposi bl e  s e pa r a r .  Hemos comprobado sin embargo,  es - 
tudiando t r a y e c t o r i a s  que comienzan en una e q u i p o t e n c i a l , que este  
e f e c t o  es poco s i g n i f i c a t i v e .
En la  Figura I V . 13 se han representado los va l or es  obt eni dos.
En func i ôn de los r esu l t ados  de esta g r â f i c a  puede e s t i ma r -  
se el  v a l o r  del  c o e f i c i e n t e  de a b er r ac i ôn  e s f é r i c a  para puntos no ax i a  
l e s .  Puesto que los rayos mar gi na l es  cor tan al  e j e  en una posi c i ôn aii 
t e r i o r  a l a  de un rayo p a r a x i a l  ( F i g u r a  I V . 1 4 ) ,  podemos expr esar  esta  
d i f e r e n c i a  & f  en l a  forma &f = C p '  ^ = C para va l or es  de 0 peque
l b / .
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F i g u r a  I V .  1 3 . -  V a n i a c l ô n  dz t a  pzndizntQ.  d z t  haz de. 6 a t t d a  en ^unci dn  
de t a  d t i t a n c t a  t n t c t a t  a t  e j e ;  = 0,  = 0.
Ros.  Por Dt r o  l ado  para el  rayo ma r g i n a l  se t i e n e  p = ( f  ^  -  A f ) p '  tnleii  
t r a s  que para el  rayo g a u s s iano c o r r e s p o n d ! e n t e  p  ^ = f^  p ' ,  de forma  
que el  c o e f i c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  es
c ,  = ' 3
lD8.
P'
Fi gur a  I V.  1 4 . -  V<Lt<LKtnlnac.-C6n d e l  c.oz^Zc.Â,e.nt^ dz afaeAVtac-t<în
A s î ,  tomando en l a  F i gura  I V . 13 p = 0 . 9  mm r é s u l t a  ser  
pQ = 0 . 9 2 7  mm, p ' = 0 , 1 0 5  y para el  c o e f i c i e n t e  de a b e r r a c i ô n  e s f é r i  
ca se o b t i e n e  el  v a l o r  = 2 . 4  cm; e n . o t r o s  puntos de l a  g r â f i c a  se 
o bt i e n e n  v a l o r es  s i m i l a r e s .
I V . 2 . 5 . -  C o r r i e n t e  I ô n i c a . C u r v a  I ^^-V^
Es conoci da l a  i n f l u e n c i a  que el  campo creado por  el  repele^ 
dor t i e n e  sobre l a  c o r r i e n t e  i ô n i c a  produci da  por  l a  f u e n t e .  Experimer^ 
t a l me n t e  se o b t i e n e  que para un determi nado v a l o r  de V^ l a  c o r r i e n t e  
de i ones es mâxima; r é s u l t a  pues de i n t e r é s  poner a punto un e s t u d i o  
que p e r m i t a ,  med i ant e  s i mul a c i ô n  numér i ca ,  p r e d e c i r  con c i e r t a  aproxi^ 
maciôn donde se encuent r a  es t e  mâximo.  El proceso de c â l c u l o  e s t â  d i -
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r e c t a me n t e  r e l a c i o n a d o  con los conceptos de e m i t a n c i a  y a c e p t a c i a  que 
hemos mencionado a n t e r i o r m e n t e . Nosot r os en c o n c r e t e  hemos supuest o  - 
l a  e x i s t e n c i a  de un l i m i t e  f i s i c o  f u e r a  del  s i s t ema (una a b e r t u r a  por  
e j e mpl o )  que so l o  p e r m i t e  e l  paso de los i ones que a l a  s a l i d a  de l a  
f u e n t e  tengan unos v a l o r e s  de p y p * t a l e s  que al  p r o l o n g a r  l as  t r a ­
y e c t o r i a s  en l a  zona e x t e r i o r  de campo n u l o ,  queden d e nt r o  de l a  abe^  
t u r a ;  e l l o  se t r a du c e  para  cada punto i n i c i a l  de l as  mi smas,  en que -  
s ô l o  habrâ c i e r t a s  d i r e c c i o n e s  de s a l i d a  que c o n t r i b u y a n  a l a  co r r i e r ^  
t e  r e c o g i d a .  Esta s i t u a c i ô n  puede r e p r e s e n t a r s e  por  una v a r i a b l e  ang£  
l a r  6 ,  de t a l  manera que en una p o s i c i ô n  i n i c i a l  dada p  ^  ^ l a s  t r a y e c ­
t o r i a s  campo ângul o  de s a l i d a  e s t é  i n c l u i d o  en g pasan & t r a v ê s  de l a  
a b e r t u r a ;  l a  v a r i a b l e  compl ement a r i a  a = 2n -  p i n c l u y e  l a s  d i r e c c i o ­
nes de s a l i d a  de los i ones que no son r e c o g i d o s .  F i g u r a  I V . 15.
Vamos a d e s c r i b i r  el  esquema segui do en l a  e l a b o r a c i ô n  del  
programa para  el  c â l c u l o  de l a  c o r r i e n t e .  Bâsi camente  hemos p a r t i  do - 
de una s e r i e  de supuestos par a  l os  que se o b t i e n e n  unos r e s u l t a d o s  y 
p o s t e r i o r m e n t e  se e s t u d i a  l a  i n f l u e n c i a  que sobre e l l o s  t i e n e  v a r i a r  
al gunos de los p a r â me t r o s .  A s i ,  e l  punto de p a r t i d a  es d é f i n i r  con 
p r e c i s i ô n  l a  zona en que se pueden g e n e r a r  los i ones por  c o l i s i ô n  con 
e l  haz e l e c t r ô n i c o ;  para  e l l o  hemos u t i l i z a d o  los c â l c u l o s  del  a p a r t ^  
do I V . 2 . 2 ,  l o  que impi  i c a  un d e s p l a z a mi e n t o  aproximadamente l i n e a l  con 
Vy. de e s t a  r e g i ô n  ha c i a  el  r e p e l e d o r .  Puesto que l a  zona t i e n e  una 
c i e r t a  anchura en l a  d i r e c c i o n  del  e j e  de l a  f u e n t e  se han tornado cu^  
t r o  l i n e a s  r a d i a l e s  r e p r e s e n t a t i v a s , s i m é t r i c a s  r e s p e c t o  a l a  l i n e a  - 
medi a del  haz de e l e c t r o n e s ;  l a s  dos l i n e a s  i n t e r i o r e s  es t ân  separ adas
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por un i n t e r v a l o  &z = 0 , 1 5  mm y l as dos e x t e r i o r e s  por un M  = 0 , 8 5  
mm. En cada una de estas l i neas  y a i n t e r v a l o s  Ap = 0 . 07  mm se s i t u a
l a  pos i c i ôn  i n i c i a l  de los i ones . Para i n c l u i r  el  e f e c t o  de l a  a g i t a -
ciôn t ér mi ca hay que hacer  un b a r r i d o  angul ar  en l a  d i r e c c i o n  de la  - 
v e l oc i dad  para cada una de estas pos i c i ones .
Una vez f i j a d a s  las condi c i ones i n i c i a l e s  procedemos al  cél^ 
culo de t r a y e c t o r i a s .  Para e l l o  hemos u t i l i z a d o  el  método de l a  f u e r ­
za promediada en la pr imera etapa y el  de d i f e r e n c i a  c e n t r a l e s  en las
r e s t a n t e s .  Se ha hecho un es t ud i o  para de t e r mi nar  l a  extensi on de la
zona dp t e r c e r  orden (ya vimos que l a  de pr i mer  orden l l e g a  hasta 0 . 1  
mm) concluyendo que es a p l i c a b l e  con un e r r o r  i n f e r i o r  al  1% para pun 
tos s i t uados como mâximo a 0 . 7  mm del  e j e ;  en l as pos i c i ones mas a l e -  
j adas se usa el  c â l c u l o  d i r e c t e .
Para es t i mar  l a  c o r r i e n t e  t o t a l  que l l e g a  al  c o l e c t o r  hay - 
que sumar todas las c ont r i buc i ones  t eni endo en cuenta l a  s i m e t r i a  de 
r e v o l u c i ô n ; a s i ,  al  c a l c u l a r  el  volumen engendrado por los contornos  
de l a  Fi gura  I V . 15 al  g i r a r  a l r ededor  del  e j e  de la f uent e  se o b t i e -  
nen a p o r t a c i ones propor c i ona l es  al  f a c t o r  gp^^.  Sin embargo hay que - 
n ot a r  que con este proceso unicamente se cuentan los iones cuyas t r a ­
y e c t o r i a s  t r anscur r en  en pianos de s i m e t r i a .  Una forma aproximada de 
i n c l u i r  o t r as  a p o r t a c i ones , que nosot ros hemos u t i l i z a d o ,  es suponer  
que no ent r an  aque l l as  t r a y e c t o r i a s  comprendidas en el  ângulo sô l i do  
d e f i n i d o  por una s u p e r f i c i e  e s f é r i c a  cent rada en cada posi c i ôn r a d i a l  
y por el  ângulo piano a.  En este caso l a  c o n t r i b u c i ô n  de cada punto -
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Z j n ( m n i )
1 . 2 3
= 202 V
0.  38
0 . 7 8
= 206 V
- 0 . 0 7
p^.^{mm) 0 . 5 6  0 . 63  0.  70 0 . 7 7  0 . 8 4  0 . 91
F i g u r a  I V . 1 5 . -  V-cagAama p a \ a  z t  z d t z a t o  d z  t a  z o a n t z n t z  l ô n t z a .  LaA 
t a a y z c t o a i a i  c u y o  d n g a t o  d z  i a t C d a  q u z d a  ^ u z a a  d z  a 
A o n  a z z o g i d a / s  poA z f  z o t z z t o A  dz  t o n z i  é X t u a d o  t n m z -  
d t a t a m z n t z  d z b a j o  d z  a n  d t a ^ ^ a g m n  d z  5 . 5  mm d z  A a d t o .
E t  z o n j u n t o  Ae z n z a z n t A a  a 6 cm d z  t a  ^ a t t d a  d z  t a  ^ u z n  
t z .
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del  diagrama es p r opo r c i o na l  al  f a c t o r  {1 - c o s ( a / 2 )  } p ^ ^ .
Aunque hay muchos parâmet ros que pueden m o d i f i c a r  los resuj .  
tados p a r t i c u l a r o s  de l a  f u e n t e  pr ésenta  un compor tami ento gener al  
que podemos resumi r  en la forma s i g u i e n t e ;
a) Los iones generados en la zona p a r a x i a l  y en l a  de t e r c e r  
orden mâs prôxima al  e j e  son todos r ecogi dos .  A p a r t i r  de c i e r t a  d i s ­
t an c i a  algunos de los iones cuyo ângulo de s a l i d a  es mâs d e s f a v o r a b l e  
no e n t r a n .  El v a l o r  de a aumenta con ésto p er mi t e  m i n i m i z a r  el  - 
t iempo de computaciôn.
b) De l as  c u a t r o  l i n e a s  r e p r e s e n t a t i v a s  de l a  r eg i ôn  de i o ­
n i z a c i ô n ,  l a  mâs prôxima a l a  a b e r t u r a  de s a l i d a  es l a  que da una con 
t r i b u c i ô n  menor;  en gener a l  aumenta el  numéro de iones recogi dos en - 
l as s i g u i e n t e s  l i n e a s ,  si  bi en para algunos va l or es  de l a  c o n t r i b ^  
ciôn de l as dos l i n e a s  i n termedi  as es pr âc t i cament e  l a  misma.
En l a  F i gura  I V . 15 se muest ran los diagramas que i l u s t r a n  - 
est e  compor tami ento para dos valorem del  p o t e n c i a l  r e p e l e d o r ;  es de - 
n ot a r  l a  d i f e r e n c i a ,  para un mismo v a l o r  de V^,  e n t r e  las dos l i n e a s  
r e p r e s e n t a t i  v a s .
La F i gura  I V . 16 muestra como v a r i a  l a  c o r r i e n t e  recogi da en 
func i ôn  del  p o t e nc i a l  r e p e l e d o r .  Se ha supuesto que l a  temper a t ur a  del  
gas es de 300°K y l a  r eg i ôn  de i o n i z a c i ô n  se e x t i end e  hasta 0 . 9 1  mm
163 .
325. • -
320. ■
3 / 5 . -
3û5_- ■
/O.Oe .c2.0 6.0O.
F i g u r a  I V .  1 6 . -  CoA\^e.nte  rfe ■ione.A AccogXrfa en ^uncX6n de. t a  ddp cnt ' tc  
t a  cdma\a y e.t fL e .p e . te .d o fL ,  ^ddato  de t a  v e t o e t d a d  t n t -  
c t a t  353.  5 m 6 ^ .
de d i s t a n c i a  a l  e j e .  La c o r r i e n t e  a l c a n z a  un v a l o r  maxime en = 202 
V y un mi ni me de = 206 V s i e nd e  eï  cec i  en t e  de ambes i g u a l  a 1 . 0 6 .
Hemos hecho un c s t u d i o  mo d i f i c a n do  d i v e r s e s  pa r amét r és  de -
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l a  s i mul ac i on  que pueden I n f l u i r  en es t a  c u r v a ,  presentarenios una d i ^  
cusiôn de aq ue l l o s  que nos parecen mas s i g n i f i c a t i v e s .
Ve l o c i d a d  t é r mi ca  i n i c i a l . -  Es probabl e  que en una s i t u a -  
ci ôn tan dinâmica cerne es el  procese de f ermaci ôn y e x t r a c c i ô n  de i e -  
nes no e x i s t a  un e q u i l i b r i e  t ér mi co  y les fenes pueden t e ne r  una d i s -  
t r i b u c i ô n  de v e l e c i d ades  a r b i t r a r i a .  Para e s t u d i a r  es t e  e f e c t e  se han 
r e p e t i d o  les c a l c u l e s  a n t e r i o r e s  suponiendo una v e l oc i dad  i n i c i a l  de 
408 m s  ^ l e que é q u i v a l e  a una temper a t ur e  de 400 K; hemos a n a l i z a d o  
una temper a t ur e  mayor para t r a t a r  de t e n e r  en cuenta el  heche de que 
el  f i  l amente emi ser  de e l e c t r o n e s  se encuent r a  proximo a la camera de 
i e n i z a c i o n  y e l e v a r â  apr e c i a b l e me nt e  l a  t emper a t ur a  de l as paredes .
En l a  F i gura  I V . 17 se r e pr esent an  les v a l e r es  e b t e n i d e s ,  Puede verse  
que l a  c o r r i e n t e  t o t a l  es mener que en el  case a n t e r i o r  pere l a  forma  
de la curva y el  c o c i e n t e  e n t r e  maxime y minime se modi f i  can r e l a t i -  
vamente peco.  El v a l o r  de n para p^^ i n t e r me d i a s  es b a s t ant e  mayor que 
para T = 300 K pero e s t a  d i smi nuci ôn de l a  c o r r i e n t e  recogida es p a r -  
c i a l men t e  compensada per un v a l o r  mas pequefio de a en 1 as pos i c i ones  
r a d i a l e s  e x t e r n e s .
Puntos r e p r e s e n t a t i v e s  de l a  regi on de i o n i z a c i ô n . -  El pro 
grama de s i mul ac i on  des a r r o l 1 a do puede r e p r e s e n t a r  solo en forma ap r ^  
ximada el  compor tami ente r ea l  de l a  f uent e  ya que se hace pr éc i sa  una 
d i s c r e t i z a c i ô n  de la  reg i on  en es t u d i o  a f i n  de que el  t i empo de com- 
put ac i ôn  no r e s u i t e  ex c e s i v o .  Hemos r e a l i z a d o  pues algunas m o d i f i c a -  
ctones en es t e  s e n t i d o .  Cabe d e s t a c a r  la i n f l u e n c i a  de una e l e c c i ô n  -
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V 'rc  ( V )
Fi gur a  I V . 1 7 . -  Co^fiX-zntz de t o n z i  Azzog^ida zn ^unclân  de l a  ddp z n tK z  
t a  cdmaAa y z t  xzpztzdofL.  Héduto  de t a  v z t o c t d a d  t n t -  
c t a t  4 0S. 0  m 4
adecuada de l a  r é g i o n  de i o n i z a c i ô n ,  si  l a  anchura se supone mener que 
l a  u t i l i z a d a  en l a  F i g ur a  I V . 16 al  mâxîmo t i e n d e  a d e s p l a z a r s e  ha c i a  
v a l o r e s  de V^ c r e c i e n t e s ;  en l a  p r â c t i c a  l a  anchura de es t a  zona depen^
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derS de l a  forma del  haz de e l e c t r o n e s ,  el  v a l o r  que hemos tornado de 
1 . 82  mm i n c l uy e  todas l as  a p or t a c i o n e s  a p r e c i a b l e s  como puede ve r s e  
en los di^gramas y sera  a p l i c a b l e  a regi ones de esta anchura o mayo-  
r e s .
Para a n a l i z a r  si  l a  d i s c r e t i z a c i ô n  es c o r r e c t a  hemos v i s t o  
l a  v a r i a c i é n  de los r e s u l t a do s  al  c o n s i d e r a r  mâs o menos l i n e a s  r epr e  
s e n t a t i v a s  y mayor o menor densi dad de puntos sobre cada I f n e a .  Si  se 
consi deran dos l î n e a s  sol amente - l a s  I n t e r n a s -  l a  forma de l a  cur va  
no v a r i a  y e l  c o c i e n t e  aumenta l i g e r a m e n t e .  En cambio si
tomamos doble numéro de puntos por  l î n e a ,  ésto es a i n t e r v a l o s  de 
0 . 0 3 5  mm, el  cociente aumenta a 1 . 1 .  Concluîmos pues que el  i n t e r v a l e  
Ap no es s u f i c i e n t e m e n t e  pequefio y nos l l e v a  a r e s u l t a do s  por  de f e c t o  
en el  v a l o r  El u t i l i z e r  un mayor numéro de puntos s i n  em
b ar go,  supondr i a  un t i empo de computaciôn excesi vament e l a r g o  para re 
p r o d u c i r  toda l a  cur va .
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I V . 3 . -  ESTUDIO EXPERIMENTAI DE UNA FUENTE DE ZONES NIER
El es t u d i o  t e ô r i c o  que hemos r e a l i z a d o  es en p r i n c i p l e  apl i^ 
cabl e  a una f u ent e  que,  dent r o  de c i e r t a s  1 i m i t a c i ones , nosot r os  e s t ^  
mos en condi c i ones  de c a r a c t e r i z a r  en el  l a b o r a t o r i o .  El s i s t ema d i se  
Rado es bâsi camente el  que se r epr ésent a  en l a  F i gura  I V . 5 s i  b i en  to  
do e l l o  va incorporado a una c o n f i g u r a c i ô n  mâs complej a en l a  que se 
i n c l u y e  el  c o l e c t o r  de iones y todo el  equipo necesar i o  para el  f un -  
c i onami ent o .  En los apar t ados s i g u i e n t e s  presentaremos el  d i seno y 
montaj e  l l e v a d o  a cabo as i  como l as  medidas e f ec t uadas  para a n a l i z a r  
l os aspectos mâs i n t e r e s a n t e s  del  s i s t ema.  Conclui remos con una discu^ 
siôn de los r e s u l t a dos  y su comparaciôn con los obt eni dos medi ant e  l a  
s i mul ac i on  numér ica.
I V . 3 . 1 . -  Diseno y Montaj e Exper i ment a l
En la  F i gur a  I V . 18 se muestran los componentes bâs i cos  del  
s i st ema di senado;  l a  f u e n t e  se s u j e t a  mediante dos vâstagos a l a  p a r ­
t e  s u p e r i o r  de una câmara de vac î o  ( cont orno en forma de capa de l a  
Fi gura  I V . 5 ) ,  l a  p a r t e  i n f e r i o r  de esta câmara est â  conectada medi an­
t e  un tubo de 1 cm de d i âmet r o  y 2 . 5  cm de a l t u r a  al  s i st ema de vac î o  
de forma que la  f uent e  es t â  a i s l a d a  del  r es t o  de los p os i b l e s  compo­
nentes de l a  e x p e r i e n c i a  ( b l anco  a bombardear ,  a n a l i z a d o r  e n e r g é t i c o ,  
e t c . ) ,  e l l o  se hace porque en general  l a  pr es i ôn en la  r ég i o n  de l a  - 
f ue n t e  va a ser  bas t ant e  mâs a l t a  que l a  que se p r éc i sa  en l a  r eg i ôn  
de bombardeo.  La pl aça de s a l i d a  se apoya sobre l a  base de l a  câmara
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de v a c î o ,  por e l l o  en el  esquema no se r e p r e s e n t a n  como e le m ent os  d i -  
f e r e n c i  a d o s .
Todos lo s  e l e c t r o d o s  se han c o n s t r u i d o  en acero i n o x i d a b l e  
de 0 , 5  mm de e s p e s o r ,  para a i s l a r l o s  se emplean pasadores y a r a n d e l a s  
de e s t e a t i t a .  Las d imensiones de la s  a b e r t u r a s  y l a  s e p a r a c l ô n  e n t r e  
p la ç a s  son l a s  dadas en l a  F ig u r a  I V . G .  El f i l a m e n t o  emis or  de e l e c ­
t r on e s  es una c i n t a  de r e n i o  de 0 . 8  mm de ancho,  10 mm de l a r g o  y 0 . 0 3  
mm de e s p e s o r ,  se p r e f i e r e  e s t e  méta l  al  tungsteno  por se r  de v id a  
mâs l a r g a .  Los e l e c t r o n e s  e n t r a n  en l a  câmara de i o n i z a c i ô n  a t r a v é s  
de una a b e r t u r a  de 5 x 1 .5  mm^  s i t u a d a  en l a  pared l a t e r a l  a 1 mm de a 
base.
En l a s  medidas se ha u t i l i z a d o  gas argon que se l l e v a  d i r e £  
tamente  a l a  câmara de i o n i z a c i ô n  por medio de un tubo con dos ramas,  
una de e l l a s  comunicâ con l a  v â l v u l a  de e n t r a d a  de gas y l a  o t r a  con 
un manômetro.
A l a  s a l i d a  de l a  f u e n t e  se encue n tr a  e l  s is te m a  de a n â l i s i s  
en e n e r g i a  y d e t e c c i ô n  de los  i o n e s ,  formado por una p la ç a  r e t a r d a d o -  
ra con una r e j i l l a  c i r c u l a r  de 1 .1  cm de d iâ m et ro  y una p l a ç a  c o l e c t £  
ra cone ct ada  a un e l e c t r ô m e t r o  ; e s t a  u l t i m a  se enc ue n tr a  a i s l a d a  de -  
forma que so lo  l l e g a n  a e l l a  los  iones que pasan a t r a v é s  de l a  r e j i ­
l l a ,  para e l l o  se ha a p a n t a l l a d o  con una t e l a  m e t â l i c a  d i s p u e s t a  como 
se muestra  en l a  F i g u ra  I V . 19.  En e s t a  f i g u r a  se i n c l u y e  ta m bié n el  -  
m o n ta je  e l é c t r i c o  u t i l i z a d o  en la s  m&didas.
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AL I  VARIAC S
FUENTE
DC
L  MULTIMETRO
AL ELECTROMETRO
Figura IV.  1 9 . -  Monta je  e.Kpe.^ZtmntaZ dz l a  ^uzntz dz l o n z i .
Mediante una red de p o l a r i z a c î ô n  se conectan las  p laças  a 
los p o t e n c i a le s  adecuados; la  nomenclatura y los va l o re s  que se han 
dado a los mismos es l a  s i g u i e n t e :
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P o t e n c i a l  r e p e l e d o r    v a r i a b l e
P o t e n c i a l  câmara i o n i z a c i ô n  ---------------- 200 .  V
P o t e n c i a l  a c e l e r a d o r  ---------------- 130 .  V
P o t e n c i a l  f i l a m e n t o  ---------------- 4 0 .  V
P o t e n c i a l  r e t a r d a d o r    v a r i a b l e
El r e s t o  de los  e l e c t r o d o s  del  s is t ema  se e n c u e n t r a n  conec-  
tados a t i e r r a .  Senalaremos f i n a l m e n t e  que la  c a l e f a c c i o n  del  f i l a m e i i  
to  se r e a l i z a  m e d ia n te  un a u t o t r a n s f o r m a d o r  cuya s a l i d a  v a r i a  e n t r e  - 
cero  y 220 .  V y e s t â  conectado a un segundo t r a n s f o r m a d o r  que s u m i n i ^  
t r a  l a  i n t e n s i d a d  n e c e s a r i a  para a l i m e n t a r l o .
I V .  3 . 2 . -  Hedida  E x p e r i m e n t a l  de l a  Curva - V^
El m on ta je  e f e c t u a d o  para  med i r  l a  v a r i a c i ô n  de l a  c o r r i e n ­
te  de iones  con V^ es e l  que se da en l a  F ig u ra  I V . 19; la  r e j i l l a  se
e n c u e n tr a  conectada  a t i e r r a  de forma que en e s t e  caso actû a  como una
a b e r t u r a  l i m i t a d o r a  de l a  c o r r i e n t e  que l l e g a  a l  c o l e c t o r .  P a r t i e n d o  
de una p r e s i ô n  i n i c i a l  de 0 . 5  micrones de Hg se i n t r o d u c e  argon en l a  
câmara h a s ta  un v a l o r  de 3 u,  El t r a b a j a r  con e s t e  orden de v a l o r e s  - 
de l a  p r e s i ô n  es una de la s  l i m i t a c i o n e s  de n u e s t ro  s is t em a ya que 
usua lm ente  estos  equipos t r a b a j a n  con una p re s iô n  d i e z  veces por deb^  
Jo como mâximo, con e l  f i n  de e v i t a r  p o s i b l e s  descargas  si  se t r a b a j a  
a a l t a s  e n e r g î a s  y de a s e g u r a r  que e l  r e c o r r i d o  l i b r e  medio es 1o su-
f i c i e n t e m e n t e  grande como para que los  iones  no c o l i s i o n e n  con e l  gas ,
1 0  cu a l  p r o v o c a r î a  su desenfoqu e.
172
Una vez p o l a r i z a d o s  los  e l e c t r o d o s  de l a  f u e n t e ,  se c a l i e n -  
ta  e l  f i l a m e n t o  h ast a  t e n e r  una c o r r i e n t e  de emis ion de 100 pA. Cabe 
o p t i m i z e r  e l  v a l o r  de l a  c o r r i e n t e  de iones  v a r i a n d o  l a  ddp e n t r e  el  
f i l a m e n t o  y l a  câmara;  n os o tr os  hemos o b t e n i d o  un v a l o r  mâximo para  -  
una ddp = 160 V. Examinando l a  curva  de l a  sec c io n e f i c a z  de ionj^ 
z ac i ôn  para  el  argon en l a  F i g u r a  I V . 2 vemos que e l  v a l o r  opt imo c o -  
r r e s p o n d e r i a  a = 82 V, creemos que i n f l u y e  también e l  hecho de
que la  r e g i o n  de i o n i z a c i ô n  se d e spl aza  con e l  v a l o r  de V^^ y el  mâxi^ 
mo e x p e r i m e n t a l  r é s u l t a  del  compromise e n t r e  los  dos f a c t o r e s .
En l a  F i g u r a  I V . 20 se r e p r e s e n t a n  los  v a l o r e s  de l a  c o r r i e j i  
t e  r e c o g i d a  en e l  c o l e c t o r  de iones  en fu n c iô n  de! p o t e n c i a l  r e p e l e -  
do r .  Senalaremos a lgunas d i f i c u l t a d e s  enco ntr ada s  a l  e f e c t u a r  e s t a  ex 
p e r i e n c i a .  Dos de los  p a ra m é t ré s  que i n f l u y e n  mucho en e l  v a l o r  de I^^ 
son l a  c o r r i e n t e  de e l e c t r o n e s  y l a  p r e s i ô n  del  gas ,  por e l l o  deben  
permanecer c o n s t a n t e s  para no f a l s e a r  l a s  medidas;  al  no d i s p o n e r  de 
ningûn mécanisme de c o n t r o l  r é s u l t a  d i f f c i l  l o g r a r l o  y e l l o  se t r a d u ­
ce en una mayor d i f i c u l t a d  y l e n t i t u d  en las  medidas.  Ot ro  problema -  
i m p o r t a n t e  es l a  a l i n e a c i ô n  de l a  r e j i l l a  r e t a r d a d o r a  y e l  c o l e c t o r  - 
con e l  r e s t o  del  s i s t e m a ,  e s t a  p a r t e  se puede mover desde f u e r a  y e l l o  
nos p e r m i t i ô  i d e a r  una forma de c o n s e g u i r  la  m e jo r  a l i n e a c i ô n  p o s i b l e ;  
e x p e r i m e n t a l m e n t e  se comprueba que e l  v a l o r  de I e s  muy s e n s i b l e  a 
las  v a r i a c i o n e s  de p o s i c i ô n  so br e  todo cuando V^ es g ra nde ;  de hecho  
l a  c o r r i e n t e  r e c o g i d a  es mSxima pa ra  l a  p o s i c i ô n  mâs c o r r e c t a  y e s t a  
ha s i d o  s ie m pr e  l a  o p t i m i z a c i ô n  que hemos r e a l i z a d o  antes de comenzar  
l a s  medida s .
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Un f a c t o r  que en e l  t irontaje u t i l i z a d o  puede i n t r oduc  i r  eir ror
en l a  l e c t u r a  de es el  de l a  emis idn  s e c u n d a r i a  de e l e c t r o n e s  pro
vôcada por  l a  i n c i d e n c l a  de! haz en el  c o l e c t o r ;  g e ne r a lm e n te  s e e v i t a  
e s t e  problema con el  uso de c a j a s  de Fara d a y ;  s in  embargo en e l  rango  
de e n e r g î a s  empleado,  e l  e f e c t o  es poco im p o r t a n t e  - v é a s e  por e je m p l o  
C a r t e r  y C o l l i g o n  ( 1 9 6 8 ) ,  pSg. 38 y s i g u i e n t e s - .
Se han hecho d i v e r s e s  medidas m o d i f i c a n do  l a  c o r r i e n t e  de -
emis iôn  de l  f i l a m e n t o  I p ,  y l a  p r e s iô n  de arg on;  l a  forma de l a s  c u r ­
ves no d i f i e r e  mucho de l a  p r e s e n ta d a  en l a  F i g u ra  I V . 2 0 ,  aumentando  
l a  c o r r i e n t e  r e c o g i d a  para  un mayor v a l o r  de Ip  o de la  p r e s i ô n .
I V . 3 , 3 . -  D i s t r i b u c i ô n  en E n e r g i a .  A n a l i z a d o r  de Camps R e t a r d a d o r .
Una s o l u c i ô n  f r e c u e n t e m e n t e  adoptada para r e s o l v e r  el  p r o ­
blema de m ed i r  l a  d i s t r i b u c i ô n  en e n e r g î a s  de un haz de i o n e s ,  c o n s i ^  
t e  en el  uso de un campo e l e c t r o s t i t i c o  r e t a r d a d o r ,  en e l  cua l  l a  
e n e r g i a  de 1 as p a r t i c u l e s  se i n f i e r e  de l a  a l t u r a  de l a  b a r r e r a  de P2  
t e n c i a l  que son capaces de s u p e r a r .
E x i s t e n  d i v e r s e s  t i p o s  de a n a l i z a d o r e s  basados en e s t e  pr ir^  
c i p i o ;  Simpson ( 1 9 6 1 )  r e a l i z a  un e s t u d i o  c r i t i c o  de lo s  mismos.  El mâs 
s im pl e  es e l  basado en una g e o m e t r î a  de p laç as  p a r a l e l a s .  F i g u r a  I V . 19 
la s  p a r t i c u l e s  de ca rga  q e n t r a n  en el .  s is t em a con una e n e r g i a  c in é t i ^  
ca = q V,  s u f r e n  el  e f e c t o  r e t a r d a d o r  del  campo e l e c t r o s t â t i c o  
a x i a l  y a l c a n z a n  l a  p la ç a  c o l e c t o r a  s i  l a  e n e r g i a  c i n é t i c a  i n i c i a l  es 
s u f i c i e n t e .  A s i ,  para  un haz m o n o e n e r g é t î c o ,  l a  curva  I ^ .  -  V^^ serâ
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un e s c a lô n  con el  c o r t e  en = V .
Hay que hacer  n o t a r  s in  embargo que l a  a l t u r a  de l a  b a r r e r a  
de p o t e n c i a l  no es una medida de l a  e n e r g i a  t o t a l ,  s ino  de l a  c a n t i -  
dad de movimiento  en l a  d i r e c c i ô n  normal a la s  curvas e q u i p o t e n c i a  l e s . 
La d i f e r e n c i a  e n t r e  " e n e r g i a  t o t a l "  y " e n e r g i a  normal"  marca e l  l i m i ­
t e  de r e s o l u c i ô n  a l c a n z a b l e  - e n te n d ie n d o  aquî como f a l t a  de r e s o l u c i ô n  
de! a n a l i z a d o r  el  hecho de que no mida re a l m e n te  l a  e n e r g ia  t o t a l - .
Suponiendo que el  haz de p a r t i c u l e s  t i e n e  un r a d i o  f i n i  to  
r ^ ,  y una a p e r t u r a  a n g u l a r  f i n i  ta a .  Simpson ( 1 9 6 1 )  o b t i e n e  l a  r e s o l ^  
c iô n  l i m i t e ,  para a pequeno,
^  ( I V . 1 0 )
 ^ 16dT
siendo d l a  d i s t a n c i a  e n t r e  p la ças  y AE l a  d i f e r e n c i a  e n t r e  l a  e n e r ­
g ia  t o t a l  y l a  e n e r g i a  " p a r a l e l a "  al movimiento de los  i o n e * .
Si tenemos una f u e n t e  pu n tu a l  de p a r t i c u l e s  s i t u a d a  a una 
d i s t a n c i a  p del  o r i f i c i o  de en t r ad a  de r a d i o  r ^ , se o b t i e n e  para  l a  -  
r e s o l u c i ô n  el  v a l o r
 ^ 16d^ p^
I El uso de una mal l a  o r e j i l l a  en l u g a r  de un s im pl e  o r i f i ­
c i o ,  p e r m i t e  a n a l i z a r  haces cuyos d iâm et ros  son grandes t r e n t e  al  r a ­
d io  e f e c t i v o  r^ ( semiespaciado de l a  r e j i l l a ) ,  s in  pé rd id a  de r e s o l u ­
c i ô n .  Este es el  d i s p o s i t i v e  que hemos d isenado para n ue s t ra  e x p e r t e ^
2 .0
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c i a .  A s i ,  para lo s  v a l o r e s  r^ = 0 . 2  mm, p = 60 mm, d = 3 mm se o b t i e ­
ne de ( I V . 11) una r e s o l u c i ô n  6E /E =4x lO
En l a  F i g u r a  I V . 21 se r e p r e s e n t a n  dos curvas  de l a  v a r i a c i ô n  
de l a  c o r r i e n t e  de iones  en fu n c i ô n  del  p o t e n c i a l  r e t a r d a d o r  s ie n d o  -  
el  p a ra m é t ré  V^. Del a n â l i s i s  de l a s  mismas podemos c o n c l u i r  que l a  -
d i s p e r s i o n  t o t a l  en e n e r g i a  es de l  orden de 3 eV ; s in  embargo y t e n i e i i
do en cue nta  l a  r e s o l u c i ô n  o b t e n i d a ,  estimamos que un gran p o r c e n t a j e  
de l a  c o r r i e n t e  de l  haz se e n c u e n tr a  en un i n t e r v a l o  de e n e r g i a  de 
unos 2 eV.
El hecho de d i s m i n u i r  V^ no m o d i f i c a  f a v o r a b l e m e n t e  l a  d i s -  
p e r s i ô n . s e  puede j u s t i f i c a r  esto  t e n i e n d o  en cue nta  que a l  d e s p l a z a r ­
se l a  r e g i o n  de i o n i z a c i ô n  h a c ia  l a  base es l a  p e n e t r a c i ô n  del  p o t e n ­
c i a l  e x t r a c t o r  l a  que impone l a  d i s t r i b u c i ô n  en esa zona,  mâs que l a  
ddp e n t r e  câmara y r e p e l e d o r .  Para p o t e n c i a l e s  V^ mâs a l t o s  s i n  emba^
go,  ê s t e  serâ  el  f a c t o r  p ré d om in a n te .
I V . 3 . 4 . -  D i scus iô n  de l o s  Re s u l t a d o s .  Comparaciôn con l a  S i m u l a c i ô n  
Numé r i c a .
Ce ntraremos l a  d i s c u s i ô n  en l a s  dos curvas  e x p é r i m e n t a l e s  
que hemos p re s e n ta d o  en lo s  a p a r t a d o s  a n t e r i o r e s .
Con r e s p e c t o  a la s  g r â f i c a s  I^^ -  V^ cabe s e n a l a r  que cual i^  
t a t i v a m e n t e  que l a s  curvas  t e ô r i c a s .  F i g u r a s  I V . 16 y I V . 17 ,  y l a  expe
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r i m e n t a l .  F igura  I V . 20,  presentan  un comportami ento muy seinejante  
^cimâx'^ ^cimin ^ T a p a r t e  correspondi  ente a v a lo re s  de V^ grandes.
Fn lo que se r e f i e r e  al a n â l i s i s  en energ ia  del haz ,  hemos
hecho un es tud io  para el  punto V  ^= 202 V. Se puede e s t i m a r  la d i s t r i ^
buciôn en energ ia  del haz ya que tenemos f i j a d a  l a  re g io n de i o n i z a ­
ciôn y es inmediato  c a l c u l a r  el  p o t e n c i a l  en la  misma, Suponiendo que 
las  l î n e a s  que l i m i t a n  l a  zona se encuentran  en Z j  = 0 . 3 8  mm y Zg =
= 1 .23  mm, la  d is p e r s i o n  v ie n e  dada por &V = ( 2 0 0 . 4  -  1 9 8 ,2 )  V = 2 . 2 V ;
a este  v a l o r  hay que a n a d i r  l a  provocada por l a  en erg ia  tér mica  i n i ­
c i a l  de los iones.  La curva e xper im ent a l  de l a  F igura I V . 21 estâ en - 
buen acuerdo con las  p r e d i c c i ones t e ô r i c a s  t a n t o  en el  rango de e n e r ­
g ia  del haz como en su d i s p e r s i ô n ,  s i  b ien  para esta  se t i e n e  un v a ­
l o r  mâs a l t o .
En ambos t i po s  de e x p e r i e n c i a s  se encuentran  présentes  diver^ 
SOS f a c t o r e s  que pueden j u s t i f i c a r  las  d is c r e p a n c ia s  encontradas al  - 
compararl  as con los  r e s u l t a d o s  numéricos.  A nuestro  j u i c i o  cabe desta_ 
car  la s  s i g u i e n t e s :
I n e s t a b i 1 idad de los p a râ m et ro s . -  Y a hemos ind ica do  a n t e r i o r m e n t e  que 
una de las  p r i n c i p a l e s  d i f i c u l t a d e s  a l  r e a l i z a r  las medidas es l a  f l u £  
tuac iôn de dos de los parâ met ros ,  esto es,  de la  pres iôn del gas y de 
la  c o r r i e n t e  de emisiôn e l e c t r ô n i c a .  Para subsanar en p a r t e  es ta  defi_ 
c i e n c i a  se han r e p e t i d o  v a r i a s  veces la s  medidas.
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Las f l u c tu a c i o n e s  de o t r o s  p a r â m e t r o s ,  t a l e s  como l a  t e n s i o n  
de p o l a r i z ac iô n  de lo s  e l e c t r o d o s ,  deben s e r  poco i m p o r t a n t e s  ya que 
se ha u t i l i z a d o  una f u e n t e  de te n s io n  a l t a m e n t e  e s t a b i 1 i z a d a .
P re s i ôn  de~> g a s . -  Por l i m i t a c i o n e s  del  s is t em a nos hemos v i s t o  o b l i g e  
dos a t r a b a j a r  en un rango de p r e s io n e s  que es q u i z â  demasiado e l e v a -  
do para e s t e  t i p o  de f u e n t e .  Hemos hecho un c â l c u l o  aproximado del  r £  
c o r r i d o  l i b r e  medio de e l e c t r o n e s  y de l a s  n io léculas  de argon con e l  
f i n  de comprobar s i  el  enfoque va a e s t a r  a f e c t a d o  o no por l a s  c o l i -  
s io n e s .  A s i ,  en l a  ec uaci ôn  ( I V . 3)  hemos a p l i c a d o  un modelo de e s f e -  
ras duras  para d e t e r m i n a r  c ;  tomando e l  r a d i o  del  argon ig u a l  a 1 .91Â  
y suponiendo T = 300 K r é s u l t a  = 9 cm y = X ^ / A / F  = 1 .6  cm.
Puesto que los iones  en e s t a  r e g i ô n  r e c o r r e n  una d i s t a n c i a  i n f e r i o r  a 
3 mm y e l  r e s t o  t r a n s c u r r e  en una zona de p r e s i o n e s  p r o g r e s iv a m e n t e  -  
mâs b a j a s ,  cabe e s p e r a r  que el  e f e c t o  de desenfoque debido a l a s  coli^ 
siones no rea  muy i m p o r t a n t e .
A b e r r a c i o n e s  m e c â n i c a s . -  Segûn hemos v i s t o  en e l  c a p i t u l e  I I  para e v i ­
t a r  e s t e  t i p o  de d e f e c t o s  se r e q u i e r e  en p r im e r  l u g a r  una p e r f e c t a  me 
c a n i z a c i ô n  de los  e l e c t r o d o s ,  y por  o t r a  un m onta je  cu idadoso de los  
mismos de forma que se tenga una re p ro d ucc iÔ n  c o r r e c t a  de l  d is e n o .  Por  
f a l t a  de m a t e r i a l  que todo e l l o  r e q u i e r e ,  no nos ha s ido  p o s i b l e  mini^ 
m i z a r  el e f e c t o  de e s ta s  a b e r r a c i o n e s  y considérâmes que son el  f a c t o r  
mâs i n f l u y e n t e  en l a s  d i f e r e n c i a s  con lo s  r e s u l t a d o s  que se o b t u v i e r a n  
para una f u e n t e  i d e a l .  Todo e l l o  debe a f e c t a r  p r i n c i p a l m e n t e  a la s  t r £  
y e c t o r i a s  no p a r a x i a l e s  ya que por  t r a n s c u r r i r  mâs prôximas a los bo£
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des de lo s  e l e c t r o d o s  son mâs s e n s i b l e s  a l a  f a l t a  de s i r ne t r î a  de los  
campos y al  s u b s i g u i e n t e  desenfoque.
Asî  pues,  r e f i r i é n d o n o s  a l a  curva de l a  F igu ra  I V . 20 ( I ^ ^ -  
V p) ,  el  e f e c t o  de a b e r r a c i ô n  mecânica debe hacerse  p a r t i  c u la r m e n t e  no 
t a b l e  en l a  r e g iô n  de V^ grandes ya que los campos son mâs i n t e n s o s .  
Nosotros hemos hecho una comprobaciôn desplazando l a  r e j i l l a  y e l  co­
l e c t o r  re s p e c to  del  e j e  del  s is t e m a ;  l a  curva que r é s u l t a  en e s t e  c a ­
so es en el  p r i m e r  tramo s i m i l a r  a l a  c i t a d a  - s i  b ie n  la  c o r r i e n t e  de 
et  l e c t o r  es mâs pequena-  a lcanzando un mâximo en = 202 V ,  después  
la  c o r r i e n t e  faaja hasta  un v a l o r  mfnimo en V^ = 2 0 5 . 5  V, si  seguimos 
aumentando V^ l a  c o r r i e n t e  no aumenta ya su v a l o r  lo  que v i e n e  a c o rr o  
b o r a r  n ue s t r a  a f i r m a c i ô n  de la  i m po r t a nc i a  de un c o r r e c t o  m onta je  y - 
a l i n e a m i e n t o  del s is t e m a .  Concluimos pues que la s  d i f e r e n c i a s  e n t r e  
^cimax ® *c i m in  deben se r  menores que la s  o b t e n i d a s  en n uest ra  f u e n t e .  
Esto nos l l e v a  por o t r a  p a r t e  a una mejor  conco rda nc ia  con e l  compor-  
tam iento  p r e v i s t o  med iante  s im u l a c iô n  numér ica .
La F ig u ra  I V . 21 de a n â l i s i s  r e t a r d a d o r  también e s tâ  a f e c t a -  
da por l a  a b e r r a c i ô n  mecânica;  a e l l o  hay que a f i a d i r  el  que p r o b a b l e -  
mente se generan iones f u e r a  de lo s  l i m i t e s  p r e v i s t o s  en la  s im u l a c iô n  
ya que la  re g iô n  e x te r n a  del  haz de e l e c t r o n e s  es mas i n f l u e n c i a d a  por  
l a  a b e r t u r a  de e n t ra da  a la  câmara de i o n i z a c i ô n ,  e f e c t o  que nosotros  
no hemos cons i d e ra d o .
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C O N C L U  S I O N E S
La i n v e s t i g a c i ô n  r e f l e j a d a  en esta  memoria se ha r e f e r i d o  a 
métodos de a n â l i s i s  y d iseno de s is temas en ô p t i c a  de p a r t i c u l a s  c a r -  
gadas; en c o nc r e te  se ha cen tra do  en:
a) Es tudio  de l e n t e s  e l e c t r o s t â t i c a s -
b) E st udi o  y d iseho de una fu e n t e  de ion es .
A po r t ac i o nes o r i g i n a l e s  en e s t e  t r a b a j o  han s i d o :  i )  e l  dé­
s a r r o i  lo  de ex p re s io n e s  a n a l î t i c a s  para los c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  
en e l  método de Densidades de Carga ,  basândonos en su s i g n i f i c a d o  f i - 
s i c o .  Esta a p o r t a c i ô n  aumenta notablemente  l a  pot enc ia  del  método co­
mo se muestra por el e s t u d i o  de v a r i a s  l e n t e s ,  i i )  La consid e r a c i ô n  - 
de la s  t r a y e c t o r i a s  e l e c t r ô n i c a s  en la  d e f i n i c i ô n  de l a  r e g iô n  de i o ­
n i z a c i ô n  como base para l a  d e s c r i p c i ô n  de un modelo de f u e n t e  por im-  
pacto e l e c t r ô n i c a .  i i i )  La f u e n t e  d isenada concuerda en su comporta-  
miento  c u a l i t a t i v a m e n t e  con l a  s im u l a c iô n  numér ica: el  mâximo de co­
r r i e n t e  i ô n i c a  se o b t i e n e  muy exactamente para el  v a l o r  del  p o t e n c i a l  
r e p e l e d o r  p r e v i s t o  y l a  forma de l a  curva es se m e ja nt e ,  s i  b ien  l a  se 
para c iô n e n t r e  mâximo y mfnimo es b a s t a n t e  mayor.  A t r ib u im os  es ta  d i £  
cre p an ci a  bâsicamente  a la s  a b e r r a c i o n e s  mecânicas del s is t e m a .  El e£  
tu d i o  e x p e r im e n t a l  de l a  d i s t r i b u c i ô n  y d i s p e r s i o n  en e n e r g ia  del  haz 
de io n e s ,  concuerda también con la  p r e v i s i ô n  t e ô r i c a .
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A c o n t in u a c iô n  resumimbs l a s  conclus ione s fundamental  es del  
t r a b a j o ,  expuestas por c a p t t u l o s  de es ta  memoria:
I .
Planteamos l a  neces idad de e l e g i r  un método adecuado para  -  
l a  re s o l u c i ô n  del  problema e l e c t r o s t â t i co en c o n f ig u r a c io n e s  con sim£  
t r i a  r o t a c i o n a l ,  con el f i n  de abordar  p o s t e r i o rm e nt e  su c a r a c t e r i z a ­
c iôn ô p t i c a .  Proponemos l a  u t i l î z a c i ô n  del  Método de Densidades de 
Carga ya que se t r a t a  de una t ê c n î c a  muy po t en t e  y con una gran f l e x i  
b i l i d a d  en lo que se r e f i e r e  a la  s im ul ac i ô n  de c u a l q u i e r  g e o m e t r î a .
El mayor i ncon veniente  del mismo es tâ  en que por l o  gene ra l  l a  o b t e n -  
ciôn de los  c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  r e q u i e r e  el uso de i n t e g r a c i ô n  
numérica .  Para e v i t a r l o  proponemos l a  generac iôn de nuestros  s is temas  
por combinaciôn de dos t i p o s  de sube le c t ro dos  : coronas c i r c u l a r e s  y -  
s u p e r f i c i e s  l a t é r a l e s  c i l î n d r i c a s . Para ambos t i p o s  hemos puesto a pu£  
to  los  c â l c u l o s  nece sa r io s  en l a  obt enc iô n de los c o e f i c i e n t e s  de pa-  
t e n c i a l  por expres ion es a n a l î t i c a s .
Como comprobaciôn estudiamos dos problemas de s o lu c iô n  cono 
cida  comparando los  re s u l t a d o s  a n a l î t i c o s  y numéricos.  Mostramos la s  
v e n t a j a s  de e f e c t u a r  una d i v i s i ô n  no uni forme de l a  geometr îa  y con­
cluimos que l a  aprox imaciôn obt eni da  es muy buena, e s p ec ia lm en te  en -  
puntos no s i t uad os  sobre los e l e c t r o d o s  y cerca  de lo s  bordes;  notemos 
que éste  serâ el  caso en l a  mayorîa de los c â l c u l o s  p o s t e r i o r e s .
Anal izamos l a  p o s i b l e  s u s t i t u c i ô n  de la  d i s t r i b u c i ô n  de car
183
ga s u p e r f i c i a l  sobr e  los c ond uc to re s  por una d i s t r i b u c i ô n  l i n e a l  equ£  
v a l e n t e .  Se hace un e s t u d i o  de l a  v a l i d e z  de l a  misma en f u n c i ô n  del  
tamaho r e l a t i v e  de l a s  coronas o l a s  c i n t a s  c i l i n d r i c a s .  Para no p e r -  
der  p r e c i s i o n  pa rece  n e c e s a r i o  un numéro co mp ara t i vame nte  mayor de 
s u b e l e c t r o d o s ,  s i  b i e n  para  lo s  c o e f i c i e n t e s  de p o t e n c i a l  se t i e n e n  -  
e x p r e s io n e s  mâs s i m p l e s .
11 .
Después de p r e s e n t e r  lo s  pa râmet ros  c a r a c t e r i s t i c o s  de l a  - 
ô p t i c a  p a r a x i a l ,  es tudiam os  lo s  métodos puestos a punto para  l a  i n t e ­
g r a c i ô n  de t r a y e c t o r i a s ,  t a n t o  en e s ta  zona como en l a  de t e r c e r  orden.  
Obtenemos l a s  fo rm u l a s  para  e l  c â l c u l o  de la s  a b e r r a c i o n e s  e s f é r i c a  y 
c r o m â t i c a  que, u s u a l m e n t e ,  son l a s  que mâs van a l i m i t a r  el  buen com- 
p o r t a m i e n t o  ô p t i c o  de l o s  s i s t e m a s .  F i n a l m e n t e  examinâmes l a s  a b e r r a ­
c io n es  mecânicas p ro du c i da s  por  un m on ta je  d e fe c tu o s o  de lo s  mismos.
111 .
El c a p i t u l e  se d e d i c a  a l  e s t u d i o  de l a  l e n t e  e i n z e l  de e l e £  
t r od o s  p ia n o s .  En l a  p r i m e ra  p a r t e  r e a l i z a m o s  una r e v i s i o n  c r f t i c a  de 
l a s  a p r o x i m a c i o n e s , t a n t o  a n a l î t i c a s  como n um é r i c a s ,  l l e v a d a s  a cabo 
has ta  hoy para la  r e s o l u c i ô n  de l  problema e l e c t r o s t i t i c o  e i n t e g r a c i ô n  
de t r a y e c t o r i a s  en es ta  l e n t e .  En l a  segunda p a r t e  présentâmes l a  f o £  
ma en que se ha c a l c u l a d o  e l  p o t e n c i a l  por el  método de Densidades de 
Carga p r o pu e s to .  A l a  v i s t a  de l o s  e r r o r e s  o b t e n i d os  en los  puntos mâs 
c r î t i c o s ,  cabe e s p e r a r  una a p ro x im a c i ô n  muy buena para el  p o t e n c i a l  -  
en el  e j e  de l a  l e n t e ,  sobre  todo t e n ie n d o  en cuenta  que l a s  e x p r e s i o
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nés que I n t e r v i e n e n  en su c â l c u l o  son mucho mâs simples  que las  géné­
r a l e s .
U i i l i z a n d o  las  t é c n i c a s  puestas a punto en el  c a p i t u l e  a n t £  
r i o r  obtenemos, para dos geometr îas  t i p i c a s ,  las  curvas de v a r i a c i ô n  
de l a s  d i s t a n c i a s  f o c a l  y fo c a l  media as f como las  de a b e r r a c i ô n  e s f £  
r i c a  y c r o m â t ic a ,  en fu nc iôn  del  p o t e n c i a l  de! e l e c t r o d e  i n t e r m e d i o .
Al comparer nuestros  re s u l t a d o s  con lo s  obtenidos por o t ro s  
procedim ient es  numéricos se t i e n e  una buena concordancia  en l a  mayorîa  
de los casos;  las  d i f e r e n c i a s  son j u s t i f i c a b l e s  por el v a l o r  dado a la  
a l t u r a  del  c i e r r e  de la  l e n t e ,  que ha de ser  lo  s u f i c i e n t e m e n t e  grande  
como para aseg ura r  que la s  t r a y e c t o r i a s  comienzan y terminan siempre  
en reg iones Je campo nul o .  En l a  comparaciôn con datos e xper im ent a l  es 
también r e s u l t a n  d i f e r e n c i a s  pequeüas; para l e n t e s  cuyo e l e c t r o d o  ce£  
t r a l  es r e l a t i v a m e n t e  grande r e s u l t a n  mayores d is c r e p a n c ia s  debido a 
que en estos casos i n f l u y e  b a s t a n t e  l a  c u r v a t u r a  del  borde del  d i a f r a &  
ma c e n t r a l ,  que en l a  s im ul ac i ô n  se supone en forma de ângulo r e c t o .
El c a p i t u l e  concluyc  con el  d iseno de una l e n t e  e i n z e l  u n i -  
p o t e n c i a l  con a b e r r a c i ô n  cromât ica  minima y el a n â l i s i s  de las  v e n t a ­
ja s  que ta n to  en ahor ro  de memoria como de t iempo de computaciôn p r é ­
senta el  método propuesto  en comparaciôn con los o t r o s  es tu d ia d o s .
IV.
El contenido del c a p î t u l o  se c e n tr a  fundamentalmente en el
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e s t u d i o  de una f u e n t e  de iones  N i e r .  Tras  r e v i s a r  los  aspecto s  b â s i ­
cos de d is en o  y f u n c i o n a m i e n t o  de l a  misma y el  e s t u d i o  r e a l i z a d o  pa­
ra  el caso de s i m e t r î a  p l a n a r ,  abordamos su a n â l i s i s  me d ia n te  un mode 
l o  de s i m u l a c i ô n  n u m é r i c a ,  basado en l a s  mismas t é c n i c a s  que empleamos 
en l a  l e n t e .
En l a  zona p a r a x i a l  vemos l a  fo rm ac iô n  de imâgenes r e a l e s  y 
v i r t u a l e s ,  s ie ndo  e l  pa râ m etr o  e l  p o t e n c i a l  del  r e p e l e d o r .  El compor­
tami ento  en l a  r e g i ô n  no p a r a x i a l  queda c a r a c t e r i  zado por el  c o e f i c i e i i  
t e  de a b e r r a c i ô n  e s f é r i c a  d e f i n i d o  para puntos o b j e t o s  no a x i a l e s .
La cu rv a  que mâs i n t e r e s a  a n i v e l  p r â c t i c o  es l a  de v a r i a ­
c iô n  de l a  c o r r i e n t e  de iones  r e c o g id a  en f u n c i ô n  del  p o t e n c i a l  r e p e ­
l e d o r  V^. Para s i m u l a r l a  hemos e l a b o r a d o  un progrania que c a l c u l a  l a  - 
c o r r i e n t e  de io nes  que a t r a v i e s a  un d ia f r a gm a  s i t u a d o  a l a  s a l i d a  de 
l a  f u e n t e ,  suponiendo unas c o n d i c i o n e s  i n i c i a l e s  de p o s i c i ô n  y v e l o c ^  
dad para l a  p a r t î c u l a .  Un e s t u d i o  p r e v i o  muestra  que l a  r e g i ô n  de i o ­
n i z a c i ô n  se d e s p l a z a  hac ic  el  e l e c t r o d o  r e p e l e d o r  a medida que e l  po­
t e n c i a l  del  mismo se hace mâs p o s i t i v e ;  l a  v e l o c i d a d  i n i c i a l  puede S£ 
ponerse  i g u a l  a l a  de l a  m o lé c u l a  gaseosa antes  de se r  i o n i z a d a .  La 
curva  o b t e n i d a  pasa por un mâximo para una ddp de 2 V e n t r e  r e p e l e d o r  
y câmara y por un mînimo para 6 V. Al a s i g n a r  una v e l o c i d a d  t é r m i c a  -  
i n i c i a l  mayor no se t i e n e n  v a r i a c i o n e s  s i g n i f i c a t i v a s  en l a  c u r v a .
En un segundo a p a r t a d o  se muestra  el  d iseRo y m onta je  e x p e ­
r i m e n t a l  r e a l i z a d o s  para  l a  c a r a c t e r i z a c i ô n  de l a  f u e n t e  de iones  es -  
t u d i a d a .  La curva  que r é s u l t a  para  l a  v a r i a c i ô n  de l a  c o r r i e n t e  i ô n i c a
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en fu n c iô n  de es semej ante  a .la o b t e n i d a  por el modelo num ér ico .  
C o i n c i d e n ,  de n t ro  de un margen de e r r o r  f i j a d o  por l a  s e p a r a c lô n  e n ­
t r e  los  puntos de l a  c u r v a ,  la s  p o s i c io n e s  del mâximo y mînimo s i  b i e n  
el  c o c i e n t e  Ic imâx'^^cimîn b a s t a n t e  mayor en la  curva  e x p e r i m e n t a l  
y ,  por o t r a  p a r t e ,  l a  c o r r i e n t e  para v a l o r e s  de mâs p o s i t i v e s  -  
es menor en e s t a .  Las a b e r r a c i o n e s  mecânicas producidas  por una inevi^ 
t a b l e  m ec an iz ac iô n  d e fe c tu o s a  de los  e l e c t r o d o s  y una I m p e r f e c t a  a l i ­
neac iôn de los  mismos son probab le men te  la s  p r i n c i p a l e s  causas de r^  
y a p a r t é  l a s  d i f e r e n c i a s  e n t r e  unos y o t r o s  r e s u l t a d o s .
Se ha e fe c t u a d o  también un a n â l i s i s  de l a  d i s t r i b u c i ô n  en 
e n e rg îa  del h a z ,  u t i l i z a n d o  un campo e l e c t r o s t â t i c o  r e t a r d a d o r ;  de l a s  
curvas puede c o n c l u i r s e  que para = 202 V, l a  e n e r g î a  de los  ion es  
se s i t u a  e n t r e  198 y 201 V aprox imadamente  si  b ien  l a  mayor p a r t e  de 
l a  c o r r i e n t e  se e n cue n tr a  en la  r e g i ô n  c e n t r a l  de e s t a  d i s t r i b u c i ô n .  
La concord anc ia  con l a s  p r e v i s i o n e s  t e ô r i c a s  es buena aunque hemos de 
c o n s i d e r a r  s iempre  l a s  l i m i t a c i o n e s  de uno y o t r o  e s t u d i o .
En resumen conclu imos que para l a  f u e n t e  d isenada e l  punto  
de fu n c io n a m ie n to  ôpt imo se e n c u e n tr a  en el en torno = 202 V,  o b t e -  
niendose un haz con una d i s t r i b u c i ô n  en e n e r g îa  en e l  i n t e r v a l o  198 -  
201 V.
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Considérâmes que e l  e s t u d i o  r e a l i z a d o  puede c o n s t i t u i r  l a  -  
base de nuevas 1n v e s t i g a c i o n e s  ; en c o n c r e t e  la s  l î n e a s  que quedan  
a b i e r t a s  y en l a s  c u a le s  pensâmes p r o s e g u i r  n u e s t ro  t r a b a j o  son:
-  A p l i c a c i o n  de l  Método de Densidades de Carga a l  e s t u d i o  de d i v e r s e s  
t i p o s  de l e n t e s .  El mayor i n t e r é s  se c e n t r a  en el  d is eno de l e n t e s  
con a b e r r a c i o n e s  mî n i ma s,  lo  que i m p l i c a r a  el  a n â l i s i s  de c o n f i g u r a  
c iô n es a s i m é t r i c a s .
-  En e l  asp e c to  t e ô r i c o  del  e s t u d i o  de f u e n t e s  de iones cabe a n a l i z a r  
l a  i n f l u e n c i a  de a lg unos parâ me tr os  ( ç r o s o r  de l a  base de l a  câmara 
de i o n i z a c i ô n ,  e t c . )  en la s  c a r a c t e r î s t i c a s  del  haz de i o n e s .  Puesta
a punto de lo s  c â l c u l o s  que p e rm i ta n  i n c l u i r  e l  e f e r t o  de ca rga  esp a-  
c i a l ,  l o  que p e r m i t i r â  a m p l i a r  el  rango de a p l i c a c i o n  de! modelo a 
f u e n t e s  con mayor i n t e n s i d a d  i ô n i c a .  E s tu di o  t e ô r i c o  y r e a l i z a c i ô n  ex 
p e r i m e n t a l  de una f u e n t e  de mâs a l t a  e n e r g î a  para  su a p l i c a c i o n  en 
procesos de decapado.
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APENDICE
CALCULO NUMERICO PE LAS INTEGRALES ELIPTICAS
En nuestro e s tu d io  ban aparec ido con f r e c ue n c ia  expres lon es  
en las  que i n t e r v i e n e n  este  t i p o  de i n t é g r a l e s ;  vamos a e s t u d i a r l a s  - 
brevemente y a i n d i c a r  el  procedimicnto  per  e l  que se ban eva lua do .
La expres ion mas g e n e r a l ,  en l a  forma t r i g o n o m e t r i c a , de es tas  i n t e g r ^  
les es
( W ? s ë n ? 8  >1/2
E l l ( + , k )  = de
E l 2 ( * , k , c , d )  =
E13(4»,k,ra) =
dec + ( d - c ) s e n  e 
, ( l - k ^ s e n ^ e )
( l + m ^ s e n ^ e ) ( l - k ^ s e n ^ e )
de
( A . l )
( A . 2)
( A . 3)
( A . l ) ,  ( A . 2) y ( A . 3) se denominan i n t é g r a l e s  e l î p t i c a s  de 1 - ,  2 -  y 3 -  
especie  respect !vamente  ; k es e l  môdulo y * el  a rgumente, la  i n t e g r a !  
El 3 dependen ademâs de 1 parâmetro m que deberâ se r  no nulo.  Una varia^ 
ble  muy u t i l i z a d a  es el môdulo complementar io k ' d é f i n i  do por
. 2  _= 1 -  k' ( A . 4 )
Con v i s t a s  a l a  computaciôn numérica y por razones de e s t a -  
b i l i d a d ,  r é s u l t a  mas adecuado usar ccmo paramétrés e l  môdulo complemein 
t a r i o  y la  tangente  del argumente; e fectuando es tes  cambios de v a r i a -
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b le  r e s u l t a n  l a s  s i g u i e n t e s  e x p r e s i o n e s ,  en forma a l g e b r a i c a ,  para  
las  i n t é g r a l e s
E l l ( x . k ’ ) =
E 12 (x  , k ' ,c  ,d )  =
El 3 ( x , k ' ,m) =
1 dt
c + d t dt
( A . 5)
( A . 6)
I ( H - t ^ )  { (  1 + t ^ )  ( 1+k '
1 +
' 2 > 2 T7 2 (A .  7)
{ l + ( l + m  ) t ^ } { ( l + t ^ ( 1 + k ' ^ t  1
en donde t  = tge y x = t g * .  Memos de n o t a r  que E12 i n c l u y e  e l  E l l  co 
mo caso p a r t i c u l a r  y que para  de terminados v a lo r e s  de c y d se o b t i e  
nen las  i n t é g r a l e s  e l î p t i c a s  que mâs f r e c ue n te m en t o  aparecen en l a  
p r S c t i c a ;  asf
F ( $ , k )  = ( l - k ^ s e n ^ o ) - ! / ?  de = E 1 2 ( x , k ' , l . l )  = E l l ( x . k ' )  ( A . 8)
E ( * , k )  =
. k )  =
D ( + , k )  =
( 1 - k ^ s e n ^ e ) ^ / ^  de = E 1 2 ( x . k M . k ' ^ )
0
*  2
 — n ?  de = E 1 2 ( x , k ' , l , 0 )
Q ( l - k ^ s e n ^ e )
♦ 2
 de = E 1 2 ( x . k ' . 0 , 1 )
Q ( 1 - k ^ s e n ^ e ) ^
( A . 9)
( A . 10)
( A . 11)
Nosotros  conc re tam en te  hemos u t i l i z a d o  la s  e x pre s i ones  ( A . 9 )  
y ( A . 10) a las  que denominamos i n t é g r a l e s  e l î p t i c a s  normales de 1-  y 
2 -  es p e c ie  r e s p e c t i  vamente . Cuando x = « o b ien  *  = ir /2 se d ic e  que
las  i n t é g r a l e s  son c o m p lé t a s ,  e s t e  es
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K(k)  = F ( n / 2 , k )
E{k)  = E ( i r / 2 , k )  ( A . 12)
n{k ,m)  = t l  3 ( t t /2  ,k ,tn)
E x i s t e r  numerosas t a b l a s  que dan con buena aprox imacion e l  
v a l o r  de las  i n t é g r a l e s ,  tambiën pueden obtene rse  por d é s a r r o i lo  en 
s e r i e  - v e r  por e jemplo  Byrd y Friedman ( 1 9 7 1 ) - .
En e l  c a l c u l o  de la s  i n t é g r a l e s  e l î p t i c a s  de 1- y 2 -  es pe ­
c ie  nosotros  hemos u t i l i z a d o  1 os a lg or i to m os  d é s a r r o i  1 ados por R. Bu- 
l i r s c h  ( 1 9 6 5 ) ,  para argumente r e a l .  Vamos a dar el  esquema de estos  - 
a l g o r i tm o s  comenzando por e l  c o r r e s p o nd i e n t e  a E12,  1 os r e s t a n t e s  pue  ^
den o bt ener se  como casos p a r t i  cul  ares de a q u ê l :
a) I n t e g r a !  e l î p t i c a  Inc ompleta  de 2 -  e s p e c i e . -
Su c â l c u l o  es ta  basado en l a  a p l i c a c i ô n  de l a  t r a n s f o r m a -  
ciôn de Landen d e f i n i d a  por :
El 2( X , k ' , c , d ) = (E 1 2 (  x j , k  ^, c ,d j )  f  ^ ( c - d )  g— X j ? )  ( A . 13)
en donde
c% = Y (c + d) ; d j  = y l p -  (d + c . k ' )
k j .  .  i i i i q x  (A. 14)
1 1 + K  i  i _ k ' x <
= t g " l  ( x j )
Mediante  suces ivas  t r a n s t o r m a c i ones se puede obt ene r  
E l l ( x , k ' . C g . d g ) , e t c .  Junto con cada t r a n s f o r m a c i on se e f e c t û a  un pro
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ceso de media a r i t m é t i c a - g e o m é t r i c a ; se comienza con e l  par  de nûme 
ros
* 0  '  1
9» '  I k' l
( A . 15)
y 1 os s i g u i e n t e s  pares  se o b t l e n e n  me d ia n te  l a s  e x p re s io n e s
= + g,
( A . 16)
Tambiën es p r e c i s o  g e n e r a r  la s  secuen c ia s  de numéros C . ,  D. 
m edian te  e l  s i g u i e n t e  esquema da i t e r a c i ô n
Cq * c ; Dq = d
Cn+l -  ?  (Cn + ( *  '71
=n+, = “n * «n • <=4
Por u l t i m o ,  se r e a l i z a  en cada paso una t r a n s f o r m a c i 6 n  del  argumente  
dada por
* " 9 o  = I T T
( A . 18)
* "9 n  + l  = * "9 n  '
La i t e r a c i ô n  acaba ,  t e ô r i c a m e n t e , en e l  N-êsimo paso cuando 
®N ” 9N’ T 9 p r â c t i c a  e l  proceso se d e t i e n e  cuando se cumple que
I 1 -  a^yg^l  <_ 10 " ^ ,  s ie ndo  D e l  numéro de d i g i t o s  en l a  man t isa  de 
1 os numéros de punto f l o t a n t e .  De e s t a  forma se t i e n e  un e r r o r  r e l a t i f  
vo de t r u n c a m i e n t o  del  orden de 1 0 " ^ ,  R. B u l i r s c h  ( 1 9 6 5 ) .
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En e l  N-ésimo paso la  I n t e g r a !  se e x p r e s a r â ,  de acuerdo con 
( A . 1 3 ) ,  en l a  s i g u i e n t e  manera
E 1 2 ( x , k ' , c , d )  = ^  E 1 2 ( x ^ , k ' , c ^ , d ^ )  + S ( A . 19)
siendo
con
AN-_2;9N_2 1 1 ^  ) ( A . 20)
* N - l  2 ^ 1
a
sen <!>„ = ------—-----------  ( A . 21)
l / a n g ^ a ^
l a  e le c c i ô n  del signo de la  r a i z  debe hacerse de forma que * . = t g " ^ ( x . )  
crezca cont.Tnuamente con el  in d ic e  i .  Para a^  ^ = g^  ^ se v e r i f i c a
k/l " k^ = 0 ,  por tanto
E12(xp^,k||^,C|^,d|q) -
2
(c,^ + (d^-Cj^) sen t )  d t  = — g—  -
0
-  2  (d^ -  c^) sen*N cos*^ ( A . 22)
y l a  i n t e g r a l  buscada puede obtenerse  f i n a l m e n t e  en la  forma 
E 1 2 ( x , k ' . c . d )  -  ^  t g - 1  ( j ^ )  k S 4 ^  « " ♦ „  c°s*N ( A . 23)
b) I n t e g r a l  e l î p t i c a  compléta de 1- e s p e c i e . -
Es la  i n t e g r a l  mas f i c i l  de c a l c u l a r  y en este  caso el  algo 
r i tm o se s i m p l i f i c a  n o t a b l e m e n te , siendo tan so lo  nece sar io  un proce-
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so de media a r i t m é t i c a - g e o m é t r i ca que comienza con e l  par de numéros 
®o ” 9o '  ^ T0^ s i g u i e n t e s  pa res  se o b t i e n e n  me d ia n te  l a s  ecua^
clones ( A . 1 6 ) .  El proceso te r m in a  en l a  N-és ima i t e r a c i ô n  cuando 
Sf) = 9(  ^ y e 1 v a l o r  de l a  i n t e g r a l  v ie n e  dado p o r ,  R. B u l i r s c h  ( 1 9 6 5 ) ,
K( k )  = ^  ( A . 24)
c) I n t e g r a l  e l î p t i c a  complét a  de 2-  e s p e c i e . -
Para su o b t e n c i ô n  se r e a l i z a  una media a r i t m é t i c a - g e o m é t r i - 
c a ,  d e f i n i d a  en 1 os mismos t e r m in e s  que en e l  caso a n t e r i o r ,  y s i m u l -  
tâneamente  se generan l a s  s ecuenc ia s
Co ■ '  • “ o '
n ( A . 26)
Cn+1 '  + c ,  : C„ , J  = 2 ( D„  + . C„)
La i t e r a c i ô n  t e r m i n a  cuando a^ = g^ y l a  i n t e g r a l  se c a l c u l a  m ed ian te  
l a  e x p r e s i ô n ,  R. B u l i r s c h  ( 1 9 6 5 ) ,
E ( k )  = j  ( A . 26)
4 «N
d) I n t é g r a i  e l î p t i c a  in c o m p l e t a  de 1- e s p e c i e . -
Es te  a l g o r i t m o  es muy s i m i l a r  al  d é s a r r o i  1 ado en e l  p r i m e r  
caso s i  b i e n  r é s u l t a  a lg o  mas s i m p l e ;  a s î ,  no se p r e c i s a n  1 as secuen­
c i a s  d e f i n i d a s  en ( A . 17) y l a  t r a n s f o r m a c i ô n  de Landen en cada paso -
se api  i c a  ahora en l a  forma
E l l ( x , k ' )  = E l l ( x j , k J )  ( A . 27)
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Cuando a^  ^ = g„ se t i e n e  kÿ = l , - k „  = 0 y l a  i n t e g r a l  t r a n s f o r m a d a  se'N N N
reduce a l a  e x p r e s i ô n
E11 (x^ ,k |^ )  =
con lo  que E l i  v i e n e  f i n a l m e n t e  dada por
E l l ( x . k ' )  = ■
N
d t  = ( A . 28)
( A . 29)
De acuerdo con e l  c r i t e r i o  impuesto para f i n a l i z a r  1 os p r o -  
cesos de i t e r a c i ô n ,  todas  la s  i n t é g r a l e s  se o b t i e n e n  con un e r r o r  r e ­
l a t i v e  de t r u n c a m i e n t o  de! orden de 10~^.  Nosotros  conc re ta m ente  h e ­
mos u t i l i z a d o  doble  p r e c i s i ô n  en 1 os c â l c u l o s  lo  que impi  i c a  o p e r a r
con D = 16 c i f r a s  s i g n i f i c a t i v e s .
La o b t e n c i ô n  de l a  i n t e g r a l  e l î p t i c a  comp léta  de 3 -  e s p e c i e  
nu es i n m e d i a t a .  En p r i m e r  l u g a r  hay que d i s t i n g u i r  v a r i o s  casos s e -
gûn e l  v a l o r  de l  pa râ m e t ro  m:
caso I 
caso I I
caso I I I  
caso IV
0 < -  m < < 
k^ < m^  < 1
0 < m^  < k^
1 < m <
c i  r c u l a r e s
h i p e r b ô l i c a s
caso V pa râ m etr o  comple jo
N o s o t r o s ,  de acuerdo con ( 1 . 2 8 )  y ( 1 . 2 9 ) ,  estâmes s iempre  
en e l  caso I I ,  y l a  i n t e g r a l  puede e x p r e s a r s e  en tonces como ( e . g .  
Byrd y F r ie d m a n ,  1971)
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irm{l -  A ( * , k ) }  
n ( k , m )  = K (k )  + -------- ^ ^ — —  ( A . 30)
2 ( ( n r - k ^ ) ( l - m ^ ) ) l / Z
*  = s e n ' l  { ( 1 - m ^ )  /  k ^ } ! / ?  ( A . 31)
0  también en l a  forma
*m A ( c , k )
*  ( k , m )  =  s— ÿ-----------%— Y jÿ  ( A . 32)2((mZ-kZ)(l_mZ)}l/Z
Ç = s e n ' l  { ( m ^ - k ^ ) / ( m ^  k ' ? ) } ! / ?  ( A . 33)
en donde A ^ ( a , k )  es l a  f u n c i ô n  Lambda de Heuman d e f i n i d a  por
A o ( a . k )  = I ( E ( k )  F ( a . k ' )  + K(k )  E ( a , k ' )  -  K (k )  F ( a , k ' ) }  ( A . 34)
Vemos pue s ,  que l a  I n t e g r a l  e l î p t i c a  comp léta  de 3 -  e s p e c i e  
puede o b t e n e r s e  en f u n c i ô n  l a s  de 1 -  y 2 -  e s p e c i e ;  en nue s t ro s  c a l c u ­
l e s  hemos empleado c o nc r e ta m e n te  l a  ecu a c iô n  ( A . 32) que es a lgo  mâs -  
s i m p l e .
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